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VORREDE. 



Die durch die erneute Auflage meines Buches über 
die mechanische Wärmetheorie veranlasste Ueberarbei- 
tung meiner früheren electrischen Untersuchungen hat 
mich zu neuen Untersuchungen geführt, welche eine 
wesentliche Vervollständigung der früheren bilden, und 
daher neben diesen mit angenommen werden mussten. 
Besonders ist in dieser Beziehung die Behandlung der 
electrodynamischen Erscheinungen zu erwähnen, welche 
in der ersten Auflage fehlte, in der gegenwärtigen aber 
einen beträchtlichen Eaimi einnimmt. Dadurch ist der 
auf die Electricität bezügliche Theil des Werkes so 
angewachsen, dass es zweckmässig erschien, aus ihm 
einen besonderen Band zu bilden, und die noch übri- 
gen Theile der mechanischen Wärmetheorie für einen 
dritten Band vorzubehalten. 

Zugleich sind die so vervollständigten Entwicke- 
lungen nicht mehr bloss als eine Anwendung der mecha- 
nischen Wärmetheorie auf die electrischen Erscheinun- 



VI Vorrede. 

gen, sondern als eine zum Theil von der Wärmelehre 
unabhängige mechanische Behandlung der ElQctricität 
zu betrachten. Aus diesem Grunde habe ich geglaubt, 
dem Titel, welcher sie als zweiten Band der mechani- 
schen Wärmetheorie bezeichnet, noch einen anderen 
Titel hinzufugen zu dürfen, welcher sie als mechanische 
Behandlung der Electricität bezeichnet, imi dadurch 
anzudeuten, dass dieser Band auch als ein von den an- 
deren Bänden der mechaoischen Wärmetheorie unab- 
hängiges, für sich bestehendes Werk gelten kann. 

Bonn, im November 1878. 

B. Olausius. 
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Berichtigung. , 

Seite 61, Zeile 8 von unten ist statt (43) zu lesen: (44). 



Bemerkung über die Bezeichnungsweise. 

Es ist in diesem Bande für die partiellen Differentialcoefficienten die 
von Jacobi eingeführte Bezeichnungsweise, in welcher die aufrechten d 
durch runde 9 ersetzt sind, in Anwendung gebracht, weil dadurch an eini- 
gen Stellen die Auseinandersetzung an Klarheit gewann. Die dadurch ent- 
standene kleine Abweichung von der Bezeichnungsweise des ersten Bandes 
werden die Leser wohl kaum bemerken , da jeder Mathematiker daran ge- 
wöhnt ist, beim Lesen verschiedener Abhandlungen bald die eine, bald 
die andere Bezeichnungsweise angewandt zu sehen. 



ABSCHNITT L 



Einleitung in die mathematisohe Behandlung der 

Eleotridtät. 

§. 1. Die Potentialfunction. 

In den mathematischen Betrachtungen über Electricität han- 
delt es sich zunächst darum, zu bestimmen, in welcher Weise 
irgend eine Electricitätsmenge, welche man einem leitenden Kör- 
per mittheilt, sich in oder auf demselben anordnet, sei es, dass der 
Körper von allen anderen leitenden Körpern weit entfernt ist, so 
dass keine fremden electrischen Kräfte auf ihn einwirken können, 
sei es, dass er sich in der Nähe anderer leitender Körper befindet, 
die entweder ebenfalls isolirt und mit gegebenen Electricitäts- 
mengen versehen sein oder mit der Erde in Verbindung stehen 
können. Diese Bestimmung, sowie die sonstigen auf das Verhalten 
der Electricität bezüglichen Rechnungen werden sehr erleichtert 
durch die Einfuhrung einer gewissen Function, welche, nachdem 
sie schon früher von verschiedenen Mathematikern, wie Laplace 
und Poisson, angewandt war, i. J. 1828 von George Green un- 
ter dem Namen Potentialftmction speciell behandelt i), und etwas 
später auch von Gauss zum Gegenstande sehr werthvoller mathe- 
matischer Entwickelungen gemacht ist ^). 



^) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theo- 
ries of Electricity and Magnetism; by George Green. Nottingham 1828. 
Wieder abgedruckt in Crelle's Joam. Bd. 44 nnd 47. 

^) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse 
des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehuugs- und Abstossungskräfte» 
Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1839. 

Clansiufl, xnech. Wftrmetheorie. II. 1 



2 Abschnitt I. 

Ich habe über diese Function , welche in der mathematischen 
Physik von ausserordentlicher Wichtigkeit ist, eine Schrift ver- 
öffentlicht, welche eben jetzt in dritter, an verschiedenen Stellen 
vermehrter Auflage erschienen ist i). In dieser Schrift habe ich 
die Haupteigenschaften der Function und einer aus ihr durch In- 
tegration abgeleiteten Grösse, nämlich des Potentials^ näher be- 
sprochen. Ich kann mich daher hier darauf beschränken , einige 
Sätze, welche zum Verständnisse dieser Einleitung und der folgen- 
den Entwickelungen nöthig sind, kurz zu erwähnen, indem ich in 
Bezug auf die Beweise der Sätze und ihre weiteren Ausführungen 
auf jene Schrift verweisen kann. 

Der Einfachheit wegen werde ich die Betrachtungen hier im- 
mer speciell auf Electricität beziehen, obwohl, wie man leicht 
sehen wird, das Gesagte sich mit geringen Modificationen auch auf 
andere Agentien, die nach dem umgekehrten Quadrate der Ent- 
fernung anziehend oder abstossend wirken, übertragen lässt 



§. 2. Annahme zweier Electricitäten und Ausdruck 

ihrer Kräfte. 

Die mathematischen Untersuchungen über Electrostatik pfle- 
gen von der Hypothese auszugehen, dass es zwei verschiedene 
V Electricitäten gebe, deren Kräfte darin bestehen, dass zwei Mengen 
von gleicher Electricität sich abstossen und zwei Mengen von 
entgegengesetzten Electricitäten sich anziehen. Damit ist aber 
nicht gesagt, dass die Resultate dieser Untersuchungen in solcher 
Weise an die Hypothese geknüpft seien, dass sie mit derselben 
stehen und fallen; vielmehr lässt sich mit Bestimmtheit sagen, dass 
dieselben Resultate ihrem wesentlichen Inhalte nach auch dann gül- 
tig bleiben müssen, wenn jene Hypothese durch irgend eine an- 
dere ersetzt wird, welche ebenfalls geeignet ist, die experimentell 
bekannten electrischen Kräfte zu erklären. Gerade aus diesem 
Grunde haben die mathematischen Physiker kein Bedenken getra- 
gen, sich dieser Hypothese zu bedienen, und die Untersuchung, ob 
die Hypothese wirklich im wörtlichen Sinne als richtig zu betrach- 
ten ist, der Zukunft zu überlassen. 



1} Die Potentialfunction und das Potential, ein Beitrag zur mathemati- 
schen Physik. Leipzig bei J. A. Barth. 



Mathematische Einleitung. 3 

Es mögen nun zwei Electricitätsmengen gegeben sein, die 
durch q und ^ bezeichnet werden sollen, in der Weise, dass diese 
Grössen als mathematisch positiv oder negativ betrachtet werden, 
je nachdem die Electricitätsmengen der einen oder anderen Art 
angehören. Denken wir uns diese beiden Electricitätsmengen in 
zwei Puncten concentrirt, so muss die Kraft, welche sie auf einan- 
der ausüben, erstens proportional jeder der beiden Mengen, also 
proportional dem aus den beiden Mengen gebildeten Producte sein, 
und zweitens ist sie , wie experimentell hinlänglich festgestellt ist, 
als umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung anzu- 
nehmen. Wir können also, wenn r die Entfernung der beiden 
Puncte von einander bedeutet, die Kraft durch folgenden Aus- 
druck darstellen: 

worin 6 einen constanten Factor bedeutet, welcher von dem Maasse 
abhängt, nach dem man die Electricitätsmengen messen will. 

Wir wollen für unsere Betrachtungen folgendes Maass anneh- 
men. Als Einheit der Electricität soll diejenige Menge gelten, 
welche auf eine gleich grosse Menge in der Einheit der Entfernung 
die Einheit der Kraft ausübt In diesem Falle wird der constante 
Factor seinem absoluten Werthe nach gleich Eins. Es bleibt aber 
noch zu entscheiden, ob wir ihn gleich -|- 1 oder gleich — 1 
setzen wollen. Dazu muss der Unterschied zwischen anziehender 
und abstossender Kraft in Betracht gezogen werden, indem, wenn 
die eine dieser Kräfte als positiv betrachtet wird , die andere als 
negativ in Rechnung zu bringen ist. Wir wollen uns in dieser 
Beziehung dahin entscheiden, eine Abstossung als positiv und eine 
Anziehung als negativ zu rechnen, weil die Abstossung auf Ver- 
grösserung und die Anziehung auf Verkleinerung von r hinwirkt. 
Dann müssen wir bei der Betrachtung von Electricität, weil gleich- 
artige Electricitätsmengen sich abstossen, den constanten Factor 
positiv machen, und haben ihn also nach der obigen Feststellung 
seines absoluten Werthes gleich -f- 1 zu setzen. Der Ausdruck 
der Kraft, welchen die Mengen q und g' auf einander ausüben, 
wird somit: 

q£ 
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§. 3. Ausdruck der Potentialfunction. 

Nun möge weiter angenommen werden, dass nicht bloss Eine 
in einem Puncte concentrirte Electricitätsmenge g' auf die Menge 
q wirke, sondern dass beUebig viele in verschiedenen Puncten con- 
centrirte Electricitätsmengen g', qi\ q^* etc. gegeben seien, welche 
gemeinsam auf q wirken , oder auch , dass die die Wirkung aus- 
übende Electricität, anstatt in einzelnen Puncten concentrirt zu 
sein, über eine Linie, eine Fläche oder einen körperlichen Raum 
stetig verbreitet sei. Um in diesem Falle die betreffende Kraft 
nach Stärke und Richtung in möglichst einfacher Weise bestim- 
men zu können, bilden wir zunächst eine Grösse, welche folgender- 
maassen definirt werden möge. 

Der Punct, wo sich die Electricitätsmenge q befindet, welche 
die Wirkung erleidet, sei mitjp bezeichnet, und die Abstände die- 
ses Punctes von den Puncten, wo die Electricitätsmengen g*, g/, 
ga' etc. concentrirt sind, mögen r, ri, r^ etc. heissen. Dann wird 
die in Rede stehende Grösse, welche mit V bezeichnet zu werden 
pflegt, durch folgende Gleichung bestimmt: 

(1) 7=«! + 2L4.2L + etc. 

oder, wenn man die Summe durch ein Summenzeichen andeutet: 

(2) ^ = Sf 

Wenn die die Wirkung ausübende Electricität nicht in einzelnen 
Puncten concentrirt, sondern über eine Linie, eine Fläche oder 
einen körperlichen Raum stetig verbreitet ist, so denke man sich 
dieselbe in Elemente dc[ zerlegt, bezeichne mit r den Abstand 
eines Elementes vom Puncte p und bilde dann statt der in der 
vorigen Gleichung angedeuteten Summe das entsprechende Inte- 
gral, nämlich : 

d£ 

T 



(3) r=f 



Dieser letztere Ausdruck von V ist der allgemeinere, und schliesst 
auch den vorigen in sich ein, denn man kann offenbar auch in dem 
Falle, wo endliche Electricitätsmengen in einzelnen Puncten con- 
centrirt sind, eine Integration ausführen. 
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Es versteht sich übrigens dem Obigen nach von selbst, dass 
man nicht nur für Electricität, sondern auch für jedes andere 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung anziehend oder 
abstossend wirkende Agens einen Ausdruck dieser Art bilden kann, 
wobei man den in der aUgemeinen Kraftformel vorkonunenden 
Ck)efficienten e, dessen Werth von der für das Agens gewählten 
Maasseinheit abhängt, und den wir bei der Electricität durch 1 
ersetzt haben, der Allgemeinheit wegen vorläufig beibehalten kann. 

Die so bestimmte Grösse Fist es, welche Green die Poten- 
tidlfunction genannt hat. Gauss hat später dieselbe Grösse ein- 
fach Potential genannt; indessen ist diese Benennung mit einem 
Uebelstande behaftet. Es giebt nämlich noch eine andere sehr 
wichtige Grösse, von der weiter unten die Rede sein wird, welche 
man dcts Potential einer Menge auf eine andere oder, nach Umstän- 
den, das Potential einer Menge auf sich selbst nennt. Man würde 
also bei der Annahme der Gauss^schen Benennungsweise für zwei 
Begriffe, die zwar verwandt, aber nicht gleich sind, dasselbe Wort 
Potentiai gebrauchen. Aus diesem Grunde habe ich in meinen auf 
Electricität bezüglichen Abhandlungen und in der oben citirten 
Schrift für die durch die Gleichung (3) definirte Grösse wieder 
den von Green vorgeschlagenen Namen Potentialfundion gewählt, 
und den Namen Potential nur für jene andere, aus der Potential- 
function durch Integration abgeleitete Grösse angewandt. 



§. 4. Bestimmung der Kraftcomponenten mit Hülfe 

der Potentialfunction. 

Mit Hülfe der im vorigen Paragraphen besprochenen Function 
bestimmt sich nun die in irgend einem Puncto p wirkende Kraft 
folgendermaassen. 

Wir wollen zunächst annehmen, die im Puncto p gedachte 
Electricitätsmenge , welche die Wirkung erleidet, und welche oben 
mit q bezeichnet wurde, sei eine positive Eledricitätseinheit Die 
auf diese Electricitätseinheit ausgeübte Kraft denken wir uns in 
drei in die Richtungen dreier rechtwinkliger Coordinaten fallende 
Componenten zerlegt, welche mit X, F, Z bezeichnet werden mö- 
gen. Wenn wir dann V (die Potentialfunction der die Wirkung 
ausübenden Electricität an dem betreffenden Puncto) als Function 
der Coordinaten a:, y, js des Punctes betrachten, so haben wir; 



6 Abschnitt I. 

(4) X=-|I; r=-|I; Z=-|I. 

^ ^ öa; 8y dj3 

Eben so einfach, wie die Kraftcomponenten nach den drei 
Coordinatenrichtungen, lässt sich auch die Kraftcomponente nach 
irgend einei" beliebigen anderen Richtung ausdrücken. Denken 
wir uns durch den Punkt p eine beliebige Linie gezogen , und be- 
zeichnen den auf dieser Linie gemessenen Abstand des Punctes 
p von irgend einem anderen als Anfangspunct gewählten Puncte 
der Linie mit s , und dem entsprechend die unendlich kleine Zu- 
nahme, welche F erleidet, wenn der betrachtete Vunci p sich auf 

dV 
dieser Linie um das Wegelement ds fortbewegt, mit — ds, so 

wird die in die Richtung dieser Linie fallende Kraftcomponente, 
welche S heissen möge, bestimmt durch die Gleichung: 

« = - if • 

Sollte sich im Puncte p nicht gerade eine ElectricitätseinÄeeY, 
sondern eine beliebige andere Electricitätsmenge befinden, welche 
die Wirkung erleidet, und welche, wie früher, mit q bezeichnet 
werden möge , in der Weise , dass q sowohl eine positive als auch 
eine negative Grösse darstellen kann, so lauten die Ausdrücke der 
Kraftcomponenten, welche diese Electricitätsmenge nach den Coor- 
dinatenrichtungen x^y^ z und nach der beliebigen Richtung s er- 
leidet: 

dV dV dV , dV 

^ dx ^ dy ^ djs ^ ds 

Wenn man in der eben angegebenen Weise die in die drei 
Coordinatenrichtungen fallenden Kraftcomponenten ausgedrückt 
hat, so kann man daraus natürlich auch die ganze Kraft nach 
Grösse und Richtung leicht bestimmen. 



§. 5. Das Potentialniveau. 
Bildet man eine Gleichung von der Form 

worin A eine Constante bedeutet, so ist dieses die Gleichung einer 
Fläche, welche die Eigenschaft hat, dass für jeden in ihr liegen- 
den Punct die Kraft, welche eine dort gedachte Electricitäts- 
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menge erleiden würde, auf der Fläche senkrecht ist. Die Hache 
hat also in Bezug auf die hier betrachtete electrische Kraft die- 
selbe Bedeutung, wie die Oberfläche einer ruhenden Flüssigkeit in 
Bezug auf die Schwerkraft, und man nennt daher eine solche 
Fläche eine Niveaufläche. 

Nimmt man für die Potentialfunction einen anderen constan- 
ten Werth an, indem man z. B. setzt : 

SO wird dadurch eine andere Niveaufläche bestimmt, und auf diese 
Weise kann man unendlich viele Niveauflächen erhalten. Wir 
wollen demgemäss den Werth, welchen die Potentialfunction in 
irgend einem Puncte des Baumes hat, und durch welchen die 
durch diesen Punct gehende Niveaufläche bestimmt wird, kurz das 
Potentialniveau dieses Punctes nennen. 

Bei der Electricität (und ebenso bei jedem anderen Agens, 
welches theils anziehende, theils abstossende Kräfte ausübt) können 
die Potentialniveaux sowohl positiv als auch negativ sein , und die 
Räume, in denen das Eine und das Andere stattfindet, werden 
durch eine Niveaufläche mit dem Potentialniveau Null von ein- 
ander getrennt. 

Denken wir uns nun in irgend einem Puncte des Raumes 
eine positive Electricitätseinheit concentrirt, und betrachten die 
Kraft, welche auf diese wirkt, in der Weise, dass wir fiir jede von 
dem Puncte ausgehende Richtung die in dieselbe fallende Kraft* 
componente bestimmen, so lässt sich allgemein Folgendes sagen. 
Nach den Richtungen, nach welchen das Potentialniveau abnimmt, 
ist die Kraftcomponente positiv, und nach den Richtungen, nach 
welchen das Potentialniveau zunimmt, ist die Kraftcomponente 
negativ, und dem absoluten Werthe nach ist die Kraftcomponente 
um so grösser, je schneller in der betrachteten Richtung das Po- 
tentialniveau sich ändert, da dem Obigen nach die Kraftcompo- 
nente durch den betreflfenden negativ genommenen Differential- 
coefficienten des I^otentialniveaus dargestellt wird. 

§. 6. Differentialausdruck zweiter Ordnung, welcher die 
Vertheilung des wirksamen Agens im Räume bestimmt. 

Ausser der Eigenschaft, die Kraftcomponenten auf eine so 
einfache Art darzustellen, hat die Potentialfunction noch eine an- 
dere sehr wichtige Eigenschaft , welche hier zunächst für ein be- 
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liebiges nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung anzie- 
hend oder abstossend wirkendes Agens ausgesprochen , und dann 
sofort speciell auf Electricität angewandt werden soll. 

Wenn der Punct jo in einem Räume gelegen ist, in welchem 
sich von dem Agens, dessen Potentialfunction durch V dargestellt 
wird, nichts befindet, so gilt die Gleichung: 

Wenn dagegen der Punct p sich in einem Räume befindet, wel- 
cher von dem wirksamen Agens oder von einem Theile desselben 
stetig erfüllt ist, so nimmt die Gleichung eine andere Gestalt an. 
Wir wollen die Dichtigkeit des Agens an der betreffenden Stelle 
des Raumes mit h bezeichnen (so dass die in einem Raumelemente 
dt befindliche Menge des Agens durch kdz dargestellt wird), dann 
gilt die Gleichung: 

(^) 8^ + 8^ + 8^=-*^'^- 

Diese letztere Gleichung ist die allgemeinere und umfasst 
die vorige, denn, wenn der Punct jp sich ausserhalb des von dem 
wirksamen Agens erfüllten Raumes befindet, so ist dort fc = Q, 
und dadurch geht die Gleichung (7) in (6) über. Aus der Glei- 
chung (7) ergiebt sich, dass man vermöge der Potentialfunction 
nicht nur die Kräfte, welche das wirksame Agens ausübt, sondern 
auch die Yertbeilung des Agens selbst bestinmien kann. 

Da der vorstehende Differentialausdruck sehr häufig vor- 
kommt, so hat man für ihn das einfache Zeichen J V eingeführt. 
Danach lauten die beiden vorigen Gleichungen : 

(6a) • Jr=0 

(7a) JV== — 4:nBjc. 

Setzt man für den Coefficienten £ den Werth 1 , welchen wir 
bei der Electricität, gemäss der für dieselbe gewählten Maass- 
einheit, in Anwendung gebracht haben, so geht die Gleichung (7 a) 
über in 
(8) Jr= — i7tk 

§. 7. Gleichgewichtszustand der Electricität. 

Es möge nun, wie es im Anfange dieser Einleitung gesagt 
wurde , angenommen werden , es sei irgend ein aus einem leiten- 
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den Stoffe bestehender, aber von Nichtleitern umgebener Körp^^) 
gegeben, und demselben sei eine beUebige Electricitätsmenge mit-' 
getheilt, die sich entweder für sich allein, oder unter dem Ein- 
flüsse fremder, auf anderen Körpern befindlicher Electricitäts- 
mengen in das Gleichgewicht zu setzen habe. Es fragt sich dann, 
wie man die für dieses Gleichgewicht zu erfüllende Bedingung: (MA. 
einÜEu^hsten mathematisch ausdrücken kann, und wo sich dabei -die. 
getrennt vorhandene Electricität befinden muss. Dabei ma^b'e-'* 
merkt werden, dass man voraussetzt,' im unelectriscbeB[. Zustande 
enthalte ein Körper in jedem seiner Elemente gleiche Mengen 
positiver und negativer Electricität, während im electrischen Zu- 
stande in oder an dem Körper Stellen vorkommen, wo ein lieber- 
scbuss an positiver oder negativer Electricität vorhanden sei. Einen 
solchen irgendwo vorhandenen Ueberschuss an positiver oder hegä^' 
tiver Electricität wollen wir, wie es vorher geschehen ist, getrennte ' 
Electricität nennen. 

In einem leitenden Körper kann Bewegung der Electricität' 
stattfinden; in dieser Beziehung sind aber verschiedene Annah- 
men möglich. Man kann sich entweder denken, dass beide Electri- . 
citäten beweglich seien , oder dass nur Eine , welche dann als die 
positive gelten soll, beweglich und die andere fest an die ponde- . 
rablen Atome gebunden sei. Für die Electrostatik macht es kei- 
nen wesentlichen Unterschied, welche dieser beiden Annahmen 
man macht, für die Electrodynamik aber entsteht daraus eine A^'er« - 
schiedenheit von Beläng, und dort werden wir daher speciell dar- 
über zu sprechen haben. \\ 

Wenn nun in dem leitenden Körper Gleichgewicht sein soll, ' 
so müssen im Innern, desselben an jeder Stelle die von denver- ; 
schiedenen Theilen der vorhandenen Electricität ausgeübten Kräfte ^ 
sich gegenseitig aufheben, so dass ihre Resultante Null ist, aenÄ-.. 
wenn an irgend einer Stelle eine Resultante von angebbarem 
Werthe bestände, so würde sich die hier vorhandene positive 
Electricität in der Richtung der Resultante und die negative 
Electricität, falls auch sie beweglich ist, in der entgegengesetzten 
Richtung bewegen, was der gemachten Voraussetzung, dass Gleich- 
gewicht, stattfinden soll, widerspräche. In der Bedingung, dass die 
Resultante Null sein muss, ist zugleich mit einbegriffen, dass„ wenn 
man sich die Resultante in drei nach den Coordinatenrichtuidgen 
gehende Componenten zerlegt denkt, auch diese Componenten 
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einzeln Null sein müssen. Es müssen also überall im Innern des 
leitenden Körpers folgende drei Gleichungen gelten : 

ir=o- ^-0- ^-0 

und hieraus ergiebt sich als Gleichgewichtsbedingung, dass die 
Potentialfundion V innerhalb des leitenden Körpers einen constan- 
ten Werth haben muss. 

Dem eben Gesagten nach lassen sich auch die folgenden drei 
Gleichungen bilden : 

und wenn man diese auf die Gleichung (8) anwendet, so findet 
man, dass im Innern des leitenden Körpers überall 

k = 

sein muss. Man gelangt also auf diese Weise zu dem wichtigen 
Schlüsse, dass im Gleichgewichtszustande sich in dem Körper, so- 
weit er leitend ist, nirgends getrennte Electricität befinden kann, 
sondern dass nur an der Oberfläche, wo der leitende Körper von 
Nichtleitern begrenzt ist, getrennte Electricität angehäuft sein 
kann. 

Man muss sich also an der Oberfläche eine sehr dünne Schicht 
mit der getrennten Electricität erfüllt denken. Eine genaue Be- 
stimmung der Dicke dieser Schicht würde sich ohne näheres Ein- 
gehen auf das Wesen der Electricität und auf die Natur der lei- 
tenden nnd nichtleitenden Medien, an deren Trennungsfläche die 
Electricität angehäuft ist, nicht wohl ausführen lassen. Man pflegt 
sich daher mit dem Resultate, dass die Dicke sehr gering sein 
muss, zu begnügen, und bei den meisten Betrachtungen sieht man 
von der Dicke der Schicht ganz ab, und betrachtet einfach die 
Electricität als auf einer Fläche befindlich. 



§. 8. Differentialausdruck, welcher die Vertheilung des 
wirksamen Agens auf einer Fläche bestimmt. 

Da man es in der Electricitätslehre, wie eben erwähnt wurde, 
mit einem Falle zu thun hat, wo man , wenigstens bei mathemati- 
schen Untersuchungen, anzunehmen pflegt, dass das wirksame 
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Agens (nämlich die getrennte Electricität) nicht einen körper- 
lichen Raum ausfüllt, sondern sich auf einer Fläche befindet, so 
muss hier noch ein auf diesen Fall bezüglicher wichtiger Satz an- 
geführt werden. 

Durch einen Punct einer solchen Fläche, welche das Agens 
enthält, sei eine senkrecht gegen die Fläche gerichtete Gerade ge- 
zogen, und auf dieser Geraden denke man sich den Punkt |i, auf 
welchen die Potentialfunction sich bezieht, beweglich« Der Ab- 
stand des Punctes p von der Hache , welcher an der einen Seite 
der Fläche als positiv und an der anderen Seite als negativ zu be- 
trachten ist, sei mit n bezeichnet. Wenn wir nun den auf diese 

dV 

Gerade bezüglichen Di£ferentialcoefficienten ^— bilden , dessen ne- 

on 

gativer Werth die in die Normalrichtung fallende Gomponente 
der Kraft darstellt, so hat derselbe an den beiden Seiten der 
Fläche verschiedene Werthe, indem er beim Hindurchgehen des 
Punctes durch die Fläche eine sprungweise Aenderung seines 
Werthes erleidet, deren Grösse von der an der betreffenden Stelle 
der Oberfläche stattfindenden Dichtigkeit abhängt Sei die Flächen- 
dichtigkeit an dieser Stelle mit h bezeichnet (so dass ein dort be- 
findUches Flächenelement äci die Menge hdm des Agens enthält), 
und seien femer die beiden Werthe, welche der Differentialcoeffi- 

dV 
cient -TT— annimmt, wenn der Punct p an der positiven und an 

der negativen Seite bis dicht an die Fläche heranrückt, mit 

:r~] tind l;r— ) bezeichnet, so gilt die Gleichung: 

(|-D..-(a-D.. = — 

Wendet man diese Gleichung speciell auf Electricität an, so 
ist wieder, wie bisher, £ = 1 zu setzen, und es kommt: 



(10) 






Wenn die betrachtete Fläche die Grenzfläche eines leitenden Kör- 
pers bildet, so weiss man, dass im Inneren eines leitenden Kör- 
pers bis dicht an die Oberfläche die Potentialfunction V constant 



12 Abschnitt I. 

istj^rDebuj^h hat man, wenn die Normale nach Aussen positiv 
und 3£^6h Inn^ negativ gerechnet wird, 

und die yprige Gleichung geht daher über in: 

HÜrdurch ist die Beziehung zwischen der dicht an der Oberfläche 
eitles leitenden Köi^pefä wirkenden Normalkraft und der daselbst 
stattfindenden felectrischen Dichtigkeit gegeben. 



• r '• ' ri 



/■> 



§. 9. Anordnung der Electricität auf einer Kugel 
!.: .. und auf einem Ellipsoid. 






; jWir- wollen htm : für einzelne Fälle »betrachten, in welcher 
Weise die Electricität sich auf der Oberfläche eines leitenden Kör- 
pers anordnet. • 

- Die Bedingung, aus welcher diese Anordnung zu bestimmen 
ist^ ist immer die, dass die Poteniialfunction der gesammten Elec- 
tiicität iji jedem leitenden Körper constant sein muss, woraus 
dann folgt, dass die Resultante der .electrischen Kräfte Null ist. 

Als einfachsten Fall wollen wir annehmen , es sei ein leiten- 
der Körper von der Gestalt einer Zw^eT gegeben^ diesem sei eine 
gewisse Electricitätsmenge :iQ, die positiv oder negativ sein kann, 
mitgetheilt , und . ausser dieser Electricitätsmenge seien in der 
Nähe keine getrennten filectricitaten vorhanden, welche auf die- 
selbe einwirken könnten. 

In diesem Falle kann man sofort daraus, dass die Kugel nach 
allen Seiten symmetrisch ist, schliessen, dass die Electricität sich 
gleichförmig vjbQT diQ Oberfläche verbreiten muss. Da nun die 
Grösse der Ofcerfläche,' Wenn a den Radius der Kugel bedeutet, 
durch 4jra2" dargestbÜt wird, so erhalten wir für die mit A be- 
zeichnete Flächendichtigkeit der Electricität die Gleichung : 

(12) Ä= -p^. 

- Ein zweiter etwas allgemeinerer Fall, welcher den vorigen 
als speciellen Fall in sich schliesst, und welcher ebenfalls zu einem 
sehr einfachen Resultate führt, ist der, wenn der leitende Körper 
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die Gestalt eines Ett^$aids hat Für diesen Fall hat Poisson 
zml Besthnmnng der electrischen Dichtigkeit an den yerschiede- 
nen Pnncten der Oberfläche folgende R^el gegeben, deren Rieh* 
tigkeit sich leicht nachweisen lässt» 

Man denke sich nm das gegebene Ellipsoid ein zweites ahn* 
liches und concentrisches Ellipsoid mit gleichgerichteten Axen be- 
schrieben, welches seiner Grösse nach nnr sehr wenig Ton dem 
gegebcfnen Terschieden sei, so dass zwischen beiden Ellipsoidflächen 
eine sehr dünne Schicht eingeschlossen sei, und diese Schicht 
denke man sich gleichförmig mit Electricität ausgefüllt Die un* 
ter diesen Umstanden über irgend einem Oberflächenelemente be- 
findliche Electricitätsmenge ist gleich derjenigen, welche im Gleich- 
gewichtszustände auf dem Oberflächenelemente vorhanden sein 
mnss. 

Aus dieser Regel lässt sich der mathematische Ausdruck der 
Flächendichtigkeit an yerschiedenen Stellen leicht ableiten. J}e- 
trachten wir irgend ein Element d o der Oberfläche des gegebe- 
nen EUipsoids , und nennen die Dicke der Schicht an dieser Stelle 
y, 80 ist yd o der unendlich keine Theil der Schicht, welcher sich 
über diesem Oberflächenelemente befindet Femer wollen wir die 
Ranmdichtigkeit, welche man erhält, wenn man sich die Schicht 
gleichförmig von der gegebenen Electricitätsmenge erfüllt denkt, 
mit h bezeichnen« Dann befindet sich über dem Flächenelemente 
äo die Electricitätsmenge hyda. Nun wird aber andererseits, 
wenn wir mit h die Flächendichtigkeit der Electricität an der be- 
treffenden Stelle bezeichnen, die auf dem Flächenelemente d co be- 
findliche Electricitätsmenge durch hda dargestellt Aus der Ver- 
gleichung dieser beiden Ausdrücke folgt, dass man zu setzen hat: 

h = Jcy. 

Seien nun a, 6, c die Halbaxen des gegebenen Ellipsoids, und 
a(l -\- S),b (l -{- d),c (l + Ä) , worin * eine sehr kleine Grösse 
ist, die Halbaxen des construirt gedachten concentrischen Ellip- 
soids. Wenn man dann nach dem betrachteten Puncto der Ober- 
fläche vom Mittelpuncte aus einen Leitstrahl zieht, dessen Länge 
u heissen möge, und diesen Leitstrahl bis zur concentrischen 
Ellipsoidfläche fortgesetzt denkt, so wird seine Länge bis zum 
Durchschnitte mit dieser zweiten Fläche durch u (1 -(- *) ^^^' 
gestellt. Das zwischen beiden Flächen liegende Stück des Leit- 
strahies hat also die Länge * . u. Multiplicirt man diese Grösse 
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mit dem Cosinus des Winkels, welchen der Leitstrahl mit der an 
der betreflfenden Stelle auf der Oberfläche errichteten Nor^aale 
bildet, so erhält man die dort stattfindende Dicke der Schicht. 
Es kommt also, wenn man diesen Winkel mit q) bezeichnet : 

y z=i 8 . ucoscp. 

Dieses in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt: 

(13) h = lcS . ucoscp. 

Hier kann man zunächst das Product Jcö bestimmen. Das 
Volumen des gegebenen EUipsoids ist ^tc ab c. Entsprechend ist 
das Volumen des construirt gedachten concentrischen Ellipsoids 
^Tcahc (1 -f- Sy^ wofür man, da S als sehr klein vorausgesetzt 
ist, schreiben kann: ^Tcahc (1 -|- 3d). Zieht man nun das erste 
Volumen vom zweiten ab, so erhält man das Volumen der zwi- 
schen beiden Flächen befindlichen Schicht, nämlich: j 

{ 4:7cabc , 8, ' 

Da nun die Raumdichtigkeit innerhalb dieser Schicht mit Je be- ! 
zeichnet ist, so kann man, wenn die gegebene, unserem Ellipsoid 
mitgetheilte Electricitätsmenge Q heisst, schreiben: ; 

Q = 4:7cahc . S . Jc^ ! 

und daraus folgt: | 

^jcaoc j 

Dieses in den in (13) gegebenen Ausdruck von h eingesetzt, giebt: 

Es bleibt nun nur noch das Product ucos(p auszudrücken. 
Seien »a;, y, z die Coordinaten des betrachteten Oberflächenpunctes, 
wo man die Dichtigkeit bestimmen will, so werden die Cosinus 
der Winkel, welche der Leitstrahl mit den Coordinatenaxen bil- 
det, ausgedrückt durch 

X y z 

Femer werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit 
den Coordinatenaxen bildet, ausgedrückt durch: 

• £. 1. jL 

a» 62 c2 






Mathematische Einleitung, 15 

Hieraus folgt, dass man für den Cosinos des Winkels 9, den der 
Leitstrahl mit der Normale bildet, folgenden Ausdruck erhält: 



cos(p = 



Q> "^ ft« "^ C> 

^ + F + ^ 



Der Zähler dieses Bruches hat einen sehr einfachen Werth. Es 
gilt nämlich für einen Punct der Oberfläche eines Ellipsoids mit 
den Halbaxen a, b^ c bekanntlich die Gleichung: 

Setzen wir diesen Werth ein und multipliciren ausserdem die 
Gleichung mit u, so kommt: 



UCOS^ := 



£! 4- ^ 4- f! 
a* "•" 6* "•" c* 



Durch Anwendung dieses Werthes auf die Gleichung (14) erhal- 
ten wir den gesuchten mathematischen Ausdruck der Flächen- 
dichtigkeit A, nämlich: 

(16) h= -^-^ 1 



K a* ^ 6* ^ c^ 



Aus diesem Ausdrucke kann man noch mit Hülfe der Glei- 
chung (15) eine der Coordinaten eliminiren. Man kann z. li nach 
(15) setzen: 

fi — 1 _ £! — i?! 

wodurch die vorige Gleichung übergeht in: 



(17) 
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§. 10. Anordnung der Electricität auf einer ellipti- 
schen Platte. 

Aus dem vorigen Resultate lässt sich als specieller Fall noch 
ein Resultat ableiten, welches von besonderem Interesse ist. 

Man betrachtet oft den Fall, wo der leitende Körper, dem 
.man- Electricität mittheilt, die Fonn einer dünnen Platte hat, wo- 
bei man als Grenzfall auch die Platte als unendlich dünn anneh- 
men kann. Es fragt sich dann, wie sich auf einer solchen Platte 
die Electricität vertheilt. Für Platten von elliptischer Gestalt 
kann man nun die Vertheilung der Electricität dem Vorigen nach 
ohne Weiteres hinschreiben, wenn man eine elliptische Platte als 
V ;feiü sehr flaches Ellipsoid ansieht. 

Sei die Halbaxe c als diejenige angenommen, welche sehr 
klein geworden ist, so wollen wir die Gleichung (17) in folgender 
Fonn schreiben: 

Q 1 



(18) h = 



ijiab 



V'-f-« + KS + 9 



Hierin ist von den beiden unter dem Wurzelzeichen stehenden 
Grössen 

1 — ^ — 1^ und c2 






im Allgemeinen die letztere gegen die erstere als sehr klein anzu- 
sehen, und nur in der Nähe des Randes, wo die erstere sich dem 
Werthe Null nähert, gewinnt dadurch die letztere an Bedeutung. 
Nimmt man die Platte als unendlich dünn an, so dass die 
mit dem Factor c' behaftete Grösse als ganz verschwindend zu be- 
trachten sei, so hat man zu setzen: 

(19) Ä = -«- ' 



4nab 1/^| ^i ^ 



V^^$^ 



Ist die Platte kreisförmig, so muss man h = a setzen. Zu- 
gleich kann man dann, wenn r den Abstand des betrachteten 
Punctes vom Mittelpuncte bedeutet, schreiben: x^ -}- y^ = r\ wo- 
durch die Gleichungen (18) und (19) übergehen in: 
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(20j h =r 



(21) Ä = -p^.— 7=i 



Diese letzteren Gleichungen lassen die Zunahme der Dichtig- 
keit der Electricität von der Mitte nach dem Rande zu besonders 
deutlich erkennen« Man sieht dass sie zuerst langsam und dann 
immer schneller wächst, je näher man dem Rande kommt. Bei 
einer unendlich dünnen Platte würde am Rande selbst, also für 
r=za, die Dichtigkeit unendlich gross sein. Daraus folgt aber 
nicht, dass die auf der Platte befindliche Electricität in so über- 
wiegender Menge am Rande angehäuft sein würde, dass man da- 
gegen die auf den mittleren Partien der Platte befindliche Menge 
vernachlässigen dürfte. 

Um hierüber ein bestimmtes Urtheil zu gewinnen , wollen wir 
uns die ganze Kreisfläche durch einen mit dem Radius ft, der klei- 
ner als a ist, geschlagenen concentrischen Kreis in zwei Theile 
getheilt denken, in die innere Kreisfläche mit dem Radius b und 
in die zwischen ihrer Peripherie und dem Rande der Platte gele- 
gene ringförmige Fläche , und wollen die auf beiden Theilen be- 
findlichen Electricitätsmengen bestimmen. Dieselben mögen durch 
Bund S bezeichnet werden, wobei die beiden einander unendlich 
nahe gegenüberliegenden parallelen Grenzflächen der Platte ge- 
meinsam betrachtet, und die auf ihnen befindlichen Electricitäts- 
mengen zusammengefasst sein sollen. Dann haben wir zu setzen: 

277 b 



R 



(22) • 



-^•fff^=<'-y^) 



271 



8 



Q I f rdrdq> 



=«V'-^- 



Setzen wir z. B. ft = | a, so ist : 

B = I ^ und S = f Ö, 
und setzen wir fe = j| a, so ist: 

Glatt t ins, m«ch. Wftrmetheorie. II 2 



18 



Abschnitt I. 



Es sind auch experimentelle Untersuchungen über die Zu- 
nahme der Dichtigkeit auf einer mit Electricität geladenen me- 
tallenen Kreisplatte von Coulomb angestellt, deren Resultate 
Biot in seinem Tratte de Physique^ T, 11^ p, 277 (deutsche Bear- 
beitung von Fechner, Bd. II, S. 191), mittheilt. Diese mögen 
hier ebenfalls Platz finden und mit den Werthen, welche sich für 
den Fall , dass die Platte unendlich dünn gewesen wäre , aus der 
obigen Formel ergeben würden, verglichen werden. Dabei ist zu 
bemerken , dass bei einer unendlich dünnen Platte eine schnellere 
Zunahme der Dichtigkeit von der Mitte nach dem Rande hin statt- 
finden müsste, als bei einer Platte von endlicher Dicke, dass die- 
ser Unterschied besonders in der Nähe des Randes beträchtlich 
wird, und dass am Rande selbst keine Vergleichung mehr mög- 
lich ist, indem die unendlich dünne Platte dort eine unendlich 
grosse Dichtigkeit haben würde, während bei einer Platte von 
endUcher Dicke ein bestimmter endlicher Werth entstehen muss, 
der bei solcher Dicke, wie sie eine gewöhnliche Condensatorplatte 
hat, und wie sie wahrscheinlich (obwohl keine Angabe darüber 
vorliegt) auch die Coulomb 'sehe Platte gehabt hat, nicht einmal 
sehr gross sein kann. Unter Berücksichtigung dieser Umstände 
wird man die Uebereinstimmung zwischen den beobachteten und 
den berechneten Werthen genügend finden. Der Radius der Platte 
war 5". 



Abstand 

vom Rande der 

Platte 


Beobachtete 


Berechnete 


Dichtigkeit 


Dichtigkeit 

• 


5" 


1 


1 


4" 


1-001 


1-020 


3" 


1-005 


1-090 


2" 


1-17 


1250 


1" 


1-52 


1-667 


0-5" 


2-07 


2-294 





2-90 


00. 



§. IL Der Green'sche Satz. 

Bevor wir nun dazu übergehen, das Verhalten electrischer 
Körper unter dem Einflüsse anderer in der Nähe befindlicher und 
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somit influenzirend wirkender Körper zu betrachten, wird es zweck- 
mässig sein, einige allgemeine Sätze über die Potentialfunction 
Toraaszoschicken , von denen diejenigen, welche in meinem Buche 
über die Potentialfunction behandelt sind, hier nur kurz angeführt 
za werden brauchen. 

Zunächst ist ein von Green aufgestellter geometrischer Satz, 
welcher in der Potentialtheorie yielfaltige Anwendung findet, zu 
erwähnen« 

Es seien ü und V zwei Functionen der Raumcoordinaten, 
von denen wir vorläufig voraussetzen wollen, dass innerhalb eines 
zur Betrachtung gegebenen Raumes die Functionen selbst und 
ihre ersten und zweiten Ableitungen nirgends unendUch gross 
werden. Femer werde zur Abkürzung ein Summenzeichen einge- 
führt, welches auch im Folgenden vielfach Anwendung finden 
wird. Wenn nämlich eine Summe von drei Gliedern vorkommt, 
welche sich auf die drei Coordinatenrichtungen beziehen, im Uebri- 
gen aber ganz gleich sind , so soll nur das auf die :r-Richtung be- 
zügliche GUed wirklich hingeschrieben und davor das Summen- 
zeichen gesetzt werden, wie aus Folgendem zu ersehen ist : 

^dx dx ~ dx dx '^ dy 8y "^ dz dz ' 
Dann gelten nach Green folgende Gleichungen: 

(25) ju^dio ^ fu^Vdv = fv^d(ö + fvJUdt. 

Hierin soll dv ein Raumelement sein , und die Integrale nach r 
sollen sich über den ganzen gegebenen Raum erstrecken. Ferner 
soll da ein Element der Oberfläche des Raumes sein und in den 

Differentialcoefficienten -^r— und -^r-— soll n die auf der Oberfläche 

dn cn 

errichtete, nach Innen zu als positiv gerechnete Normale bedeu- 
ten. Die Integrale nach öj sollen sich über die ganze Oberfläche 
des gegebenen Raumes erstrecken. 

Diese drei Gleichungen bilden den Ausdruck desGreen'schen 

Satzes. 

2* 
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Die Gleichungen können noch nach einer gewissen Richtung 
hin erweitert werden. Wir wollen nämlich die Bedingung, dass 
die Functionen U und V und ihre ersten und zweiten Ableitun- 
gen in dem ganzen Baume nirgends unendlich gross werden, fal- 
len lassen, und statt dessen annehmen, dass die Functionen Glie- 
der enthalten können, welche die Form der Potentialfiinction eines 
in dem Räume befindlichen Agens haben, welches nicht stetig durch 
den Raum verbreitet zu sein braucht, sondern auch auf Flächen, 
auf Linien oder in Puncten angehäuft sein kann. Es seien also 
für ü und V folgende Formen angenommen : 



(26) 



y = . +/t' 



Hierin sollen u und v Functionen bedeuten, welche die obige Be- 
dingung erfüllen, dass sie und ihre ersten und zweiten Dififerential- 
coefficienten in dem ganzen Räume endlich bleiben. Unter dq und 
dg sollen die Elemente von Agentien verstanden sein, welche man 
sich in dem Räume befindlich und beliebig darin angeordnet den- 
ken kann, und für welche die Maasseinheiten so gewählt werden 
sollen, wie es bei der Electricität geschehen ist, so dass a = 1 zu 
setzen ist. Endlich soll r den Abstand eines solchen Elementes 
von dem Puncte {x^ y, d) darstellen. Wenn nun z. B. in einem 
Puncto jp' eine endliche Menge q oder g eines Agens befindlich ist, 
so lautet der betreffende Theil des einen oder anderen Integrals 

— oder — , und diese Brüche und ihre Differentialcoefficienten wer- 
r r 

den bei unendlicher Annäherung an den Punct jp' unendlich gross. 
Dasselbe findet statt, wenn sich eine endliche Menge des Agens 
auf einer Linie befindet, während in dem Falle, wo sich eine end- 
liche Menge des Agens auf einer Fläche befindet, zwar nicht für 
das Integral selbst und seine Differentialcoefficienten erster Ord- 
nung, wohl aber für seine Differentialcoefficienten zweiter Ord- 
nung unendliche Werthe entstehen. Nur wenn das Agens mit end- 
licher Raumdichtigkeit durch den Raum verbreitet ist, bleibt das 
Integral mit seinen Differentialcoefficienten erster und zweiter Ord- 
nung überall endlich, und in diesem Falle ist es daher gleichgül- 
tig, ob man das Integral in w resp. in v mit einbegreifen oder be- 
sonders hinschreiben will 
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Für diese unter {26) gegebenen allgemeineren Formen der 
Functionen U und V lauten die den Green'schen Satz aus- 
drückenden Gleichungen folgendermaassen : 

(29) fu^da + fuJvdz — in fudq 

= fVj^^d(o + fvJudv - 4x fvdq. 



§. 12. Bestimmung des von einer Fläche einge- 
schlossenen Agens. 

Um eine erste sehr einfache Anwendung des Green^schen 
Satzes zu machen, wollen wir für U den constanten Werth 1 an- 
nehmen. Daraus ergiebt sich für die Differentialcoefilicienten von 
U und somit für die ganze linke Seite der Gleichung (27) der 
Werth und die Gleichung geht über in : 

/ ^— do 4" / -^^^^ — 4« / dj = 0. 

Ferner wollen wir unter V die Potentialfunction eines Agens ver- 
stehen, welches sich theils innerhalb, theils ausserhalb der ge- 
schlossenen Fläche befinden und beliebig vertheilt sein kann. In- 
dem wir dann für V die unter (26) gegebene allgemeine Form 

anwenden, wollen wir uns die Potentialfunction des äusseren Agens 

durch V und die des inneren Agens durch / — dargestellt denken. 

Dann ist für den ganzen von der Fläche eingeschlossenen Raum 
-^t;=0, und die obige Gleichung vereinfacht sich somit in: 

f^ dfi, - 4«/dä = 0. 
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Das zweite hierin vorkommende Integral ist nichts weiter, als die 
ganze Menge des von der Fläche eingeschlossenen Agens, und wir 
erhalten somit, indem wir diese Menge mit Q bezeichnen : 

(30) y|Idc = 4«<2 

oder: 

(30a) Q^^f^äo. 

Sollte die Fläche selbst mit einer endlichen Menge Agens be- 

dV 
legt sein, so würde 7: — an der Innen- und Aussenseite der Fläche 

dn 

verschiedene Werthe haben, und je nachdem man den inneren 

oder äusseren Werth in dem Integrale anwendete, würde man die 

Menge des Agens ohne oder mit Zurechnung der auf der Fläche 

befindlichen Menge erhalten. 



§. 13. Das Green-Dirichlet'sche Princip und die 

Green'sche Function. 

Die weiteren Anwendungen des Green' sehen Satzes werden 
besonders fruchtbar, wenn man ihn mit einem gewissen anderen 
Satze in Verbindung bringt. Dieser ist in der für den betreflFen- 
den Zweck geeigneten Form ebenfalls zuerst von Green ausge- 
sprochen, aber nicht streng mathematisch bewiesen, sondern nur 
auf Gründe, welche man vom physicalischen Gesichtspuncte aus 
als sicher zu betrachten pflegt, zurückgeführt Dirichlet hat 
ihm später eine allgemeinere Form gegeben, und ihn streng mathe- 
matisch bewiesen. In dieser Form, in welcher man ihn das Di- 
richlet'sche Princip zu nennen pflegt, lautet er: Es giebt 
für einen beliebigen begrenzten Raum immer eine und 
nur Eine Function u von a:, y, ;er, die selbst und deren Dif- 
ferentialcoefficienten erster Ordnung stetig sind, die 
innerhalb jenes ganzen Raumes die Gleichung ^u = 
erfüllt, und die endlich in jedem Puncte der Ober- 
fläche einen vorgeschriebenen Werth hat. 

Den Beweis dieses Satzes will ich hier nicht aufnehmen, son- 
dern verweise in dieser Beziehung auf mein oben citirtes Buch 
über die Potentialfunction. Hier wird es genügen, die von Green 
für den beschränkteren Satz angeführten Gründe mitzutheilen. 
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Green stellt nicht die allgemeine Bedingung, dass die Func- 
tion u an der Oberfläche einen für jeden Punct beliebig vorge- 
schriebenen Werth habe, sondern giebt den Werth, den sie haben 
soll, bestimmt an. Sei nämlich innerhalb des gegebenen Raumes 
irgend ein Punct p' ausgewählt, und der Abstand des betrachteten 
Punctes der Oberfläche Ton diesem Puncte mit r bezeichnet, so soll 

u an dem Oberflächen-Puncte den Werth haben, so dass die 

1 ♦" 

Summe w -| gleich Null ist. 

Den Beweis von der eindeutigen Existenz dieser Function u 
führt Green so. Man betrachte die Oberfläche des gegebenen 
Baumes als eine für Electricität leitende Fläche, welche durch 
einen unendlich dünnen Draht mit der Erde in Verbindung stehe. 
Femer denke man sich im Puncte p' eine Einheit positiver Elec- 
tricität concentrirt. Diese wird durch Influenz bewirken, dass po- 
sitive Electricität von der Fläche in die Erde abströmt und die 
Fläche eine so angeordnete negativ electrische Ladung erhält, dass 
die gesammte Potentialfunction auf allen Theilen der Fläche den 
in der Erde stattfindenden Werth Null hat Die gesammte Poten- 
tialfunction besteht aber erstens aus der Potentialfunction der in 

p' concentrirten Electricitätseinheit, nämlich — , und zweitens aus 

der Potentialfunction der auf der Fläche durch Influenz angesam- 
melten Electricität Nennen wir also die letztere Potentialfunction 
M, so ist auf allen Theilen der Fläche die Gleichung 

' r 
erfüllt, und ebenso genügt diese mit u bezeichnete Potentialfunc- 
tion in dem ganzen gegebenen Räume der in Bezug auf die Stetig- 
keit gestellten Bedingung und der Gleichung ^u = 0. Nimmt 
man es nun als selbstverständlich an, dass es, wenn in irgend 
einem Puncte p' eine Electricitätseinheit concentrirt ist, immer 
eine und nur Eine Vertheilung von Electricität auf der Fläche 
giebt, welche der für das Gleichgewicht nöthigen Bedingung, dass 
die gesammte Potentialfunction auf der Fläche überall gleich Null 
ist, entspricht, so ist damit die eindeutige Existenz der Function 
tt bewiesen, und ihr zugleich dadurch, dass sie die Potential- 
function der unter den genannten Umständen auf der Fläche an- 
gesanmielten Electricität sein soll, eine bestimmte physicalische 
Bedeutung gegeben. 
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Auch für einen nicht in dem von der Fläche eingeschlossenen 
Räume, sondern in dem die Fläche umgebenden Baume gelegenen 
Punctp' stellt Green die entsprechenden Betrachtungen an, dass 
er sich in j>' eine positive Electricitätseinheit concentrirt denkt, 
welche die als leitend und mit der Erde verbunden angenommene 
Fläche negativ electrisch macht, und dass er dann die Potential- 
function der auf der Fläche befindlichen negativen Electricität als 
die] Function u ansieht. Diese Function erfüllt dann wieder die 

Bedingung, dass sie an allen Puncten der Fläche gleich ist, 

und hat ausserdem die Eigenschaft, dass in unendlicher Entfer- 

nung R vom Anfangspuncte der Coordinaten u und -^ unendlich 

kleine Grössen von den Ordnungen -g- und -^ werden , was für 

solche Betrachtungen, bei denen man, um einen allseitig begrenz- 
ten Raum zu haben, zu der gegebenen Fläche noch eine unend- 
lich grosse Kugelfläche als zweite Grenzfläche hinzunimmt, wesent- 
lich ist. 

Die in dieser Weise für den inneren oder äusseren Raum be- 
stimmte Function u pflegt man die Green'sche Function zu 
nennen. 



§. 14. Bestimmung der Potentialfunction eines durch 

eine Fläche abgegrenzten Agens aus den in der 

Fläche stattfindenden Werthen. 

Wir wollen nun annehmen , es sei eine geschlossene Fläche 
gegeben, welche einen ein Agens enthaltenden Raum von einem 
leeren Räume abgrenze, indem entweder der äussere Raum das 
Agens enthalte und der innere leer sei, oder umgekehrt der innere 
Raum das Agens enthalte und der äussere leer sei. Auf der Fläche 
selbst kann sich in beiden Fällen ebenfalls eine endliche Menge 
des Agens befinden. Es handelt sich nun darum , zu untersuchen, 
ob die Potentialfunction, wenn sie an der Grenzfläche bekannt ist, 
sich auch in dem ganzen leeren Räume bestimmen lässt 

Zunächst möge der innere Raum als der leere betrachtet wer- 
den. Indem wir auf diesen die Green'sche Gleichung (29) an- 
wenden, wollen wir unter V die zu bestimmende Potentialfunction 
verstehen. Da diese Function und ihre ersten und zweiten Ablei- 
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tungen in dem von Agens freien inneren Räume überall endlich 
bleiben müssen, so kann man in dem unter (26) gegebenen allge- 
meinen Ausdrucke von F, nämlich v -{- 1 —^ das Integral mit 

dq fortlassen und v mit V als gleichbedeutend betrachten. Was 
femer die Function U anbetrifft, so wollen wir, nachdem wir irgend 
einen in dem Baume gelegenen Punct p' mit den Coordinaten 
sf^ y\ s/ ausgewählt haben, unter r den Abstand des Punctes 
(:r, y, z) von diesem Puncto und unter u die Green ^ sehe Func- 
tion verstehen, und dann setzen : 

' r 
Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem unter (26) gege- 
benen allgemeinen Ausdrucke u -j- / — ergiebt sich, dass in dem 

letzteren ei q als das Element einer im Puncte p' concentrirten 
Einheit des Agens anzusehen ist, woraus folgt, dass das in der 

Green'schen Gleichung vorkommende Integral fVd(\ in diesem 
Falle nichts anderes ist, ab der im Puncte p* stattfindende Werth 
von F, welchen wir mit V bezeichnen wollen. Die Green'sche 
Gleichung (29) nimmt also folgende Form an: 



/(«+7)l^''«+/(« + 7)^^'^ 



V^udx — AnV\ 



Da nun das Agens, von welchem V die Potentialfunction ist, 
sich nur im äusseren Räume oder auf der Oberfläche, und das 
Agens, von welchem u die Potentialfunction ist, sich nur auf der 
Oberfläche befindet, so ist für den ganzen inneren Raum 

JV=0 und Ju = 0. 

Femer muss an der Oberfläche die für die Green'sche Function 
geltende Bedingungsgleichung 

tt + l = 
' r 

erfüllt sein. Die obige Gleichung vereinfacht sich also in 
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»(»+i) 



on 



woraus sich ergiebt; 



471^ dn 



(31) Y*=J^ y-^ —d^. 

Bedenkt man nun, dass u eine, wenn auch nicht bekannte, so 
doch vollkommen bestimmte Function ist, so folgt aus dieser Glei- 
chung, dass, wenn die Potentialfunction V an der Oberfläche be- 
kannt ist, dadurch auch ihr Werth an jedem beliebigen Puncte 2>' 
im Innern des von der Fläche eingeschlossenen Raumes bestimmt 
ist, ohne dass dazu die Art der Yertheilung des Agens gegeben zu 
sein braucht. Zur wirklichen Berechnung von F' bedarf es erst 
noch der Ableitung der dem speciellen Falle entsprechenden Form 
von w. 

Es möge nun zweitens der äussere Raum als der leere be- 
trachtet werden, in welchem die Potentialfunction des von der 
Fläche eingeschlossenen Agens bestimmt werden soll. Damit die- 
ser Raum allseitig begrenzt sei , denken wir uns um den Anfangs- 
punct der Coordinaten mit einem unendlich grossen Radius JB eine 
Kugelfläche geschlagen , so dass der zu betrachtende Raum zwi- 
schen der gegebenen geschlossenen Fläche und der unendlich 
grossen Kugelfläche liegt. 

In diesem Räume wählen wir wieder irgend einen Punctjp' 
aus, und können dann, ganz wie vorher die Gleichung (31) ablei- 
ten , worin aber für diesen Fall das Flächenintegral , wenigstens 
vorläufig, nicht bloss auf die gegebene Fläche, sondern auch auf 
die unendlich grosse Kugelfläche zu beziehen ist. 

Was zunächst den auf die gegebene Fläche bezüglichen Theil 
des Integrals betrifft, so sind darüber noch einige Bemerkungen 
zu machen. In dem unter dem Integralzeichen stehenden Diffe- 
rentialcoefficienten 

dn 
muss, den früheren Festsetzungen gemäss, die Normale nach der 
Seite des betrachteten Raumes zu als positiv gerechnet werden. 
Während sie also im vorigen Falle nach Innen als positiv gerech- 
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net werden musste, muss sie im jetzigen Falle nach Aussen als 
positiv gerechnet werden. Da ferner dieser Differentialcoefficient 
an beiden Seiten der Fläche verschiedene Werthe hat, so muss 
darauf geachtet werden , dass immer der Werth anzuwenden ist, 
welcher an der Seite des betrachteten Raumes gilt. Während also 
im vorigen Falle der an der Innenseite geltende Werth angewandt 
werden musste, muss im jetzigen Falle der an der Aussenseite gel- 
tende Werth angewandt werden. 

Was ferner den auf die unendlich grosse Kugelfläche bezüg- 
lichen Theil des Integrals betrifit, so lässt sich dieser sehr ein- 
fach abmachen. Gegen den unendlich grossen Radius der Kugel- 
fläche sind alle endlichen Entfernungen zu vernachlässigen , und 

man kann daher an der Kugelfläche für — und V die Werthe in 

Anwendung bringen, welche man erhalten würde, wenn der Punct 
p' und das ganze von der gegebenen Fläche eingeschlossene Agens, 
dessen Menge wir mit Q bezeichnen wollen , sich im Mittelpuncte 
der Kugelfläche befände, nämlich : 

und für die Differentialcoefücienten nach n kann man, da die nach 
Innen gehende Normale die entgegengesetzte Richtung des Ra- 
dios hat, setzen : 

gl 

du du -, r 1 

Endlich kann man das Flächenelement dco der Kugelfläche durch 
das Product B^dö ersetzen, worin dö das Filement des körper- 
lichen Winkels bedeutet Dadurch erhalt man für den auf die 
Kugelfläche bezüglichen Theil des Integrals die Gleichung: 



R^dö 




Da nun nach dem, was in §. 13 über u gesagt wurde, ^-^ eine un- 
endlich kleine Grösse von der Ordnung ^ ist, so ist das Product 
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B ^^ noch eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung -^, und 

der ganze auf die Kugelfläche bezügliche Theil des Integrals ist 
somit unendlich klein und kann vernachlässigt werden. Man 
braucht also in der Gleichung (31), mag man sie auf den inneren 
oder äusseren Raum anwenden, das Integral nur über die gege- 
bene Fläche auszudehnen. , 

Unter Zusammenfassung der vorstehenden Ergebnisse können 
wir folgenden, für beide Fälle geltenden Satz aussprechen: Durch 
die Werthe, welche die Potentialfunction in der ge- 
gebenen Fläche hat, sind auch die Werthe, welche 
sie in dem ganzen resp. inneren oder äusseren leeren 
Baume hat, vollständig bestimmt. 

Befindet sich das Agens nur auf der Fläche selbst, so gilt der 
Satz für den inneren und äusseren Raum gleichzeitig, und man 
kann ihn dann so aussprechen: Wenn für ein über eine ge- 
schlossene Fläche verbreitetes Agens die Potential- 
function in der Fläche selbst gegeben-ist, so ist sie 
dadurch auch in dem ganzen inneren und äusseren 
Baume bestimmt. 

Endlich möge noch bemerkt werden , dass die Sätze , welche 
hier für eine einzelne geschlossene Fläche ausgesprochen sind, sich 
in leicht ersichtlicher Weise auch auf mehrere geschlossene Flä- 
chen ausdehnen lassen. 



§. 15. Flächenbelegung, welche einer in der Fläche 
gegebenen Potentialfunction entspricht. 

Aus dem im vorigen Paragraphen abgeleiteten Satze ergiebt 
sich sofort auch der folgende Satz: Für eine geschlossene 
Fläche giebt es stets eine und auch nur Eine Verthei- 
lung von Agens auf der Fläche selbst, deren Poten- 
tialfunction in jedem Puncte der Fläche einen vor- 
geschriebenen Werth hat. 

Wenn nämlich für eine Flächenbelegung der Werth der Po- 
tentialfunction in allen Puncten der Fläche gegeben ist, so ist 
damit nach dem vorigen Paragraphen auch die Potentialfunction 
im ganzen inneren und äusseren Baume bestimmt, und mit der 
Potentialfunction sind es auch ihre Differentialcoefficienten. Den- 
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ken wir uns nun an irgend einem Puncte der Oberfläche eine Nor- 
male errichtet , welche nach der einen Seite als positiv und nach 
der anderen als negativ gerechnet wird, so gilt gemäss (9) in §. 8, 
wenn darin £ = 1 gesetzt wird, folgende Gleichung: 

worin h die auf den betreffenden Punct bezügliche Flächendichtig- 
keit derjenigen Flächenbelegung bedeutet, von welcher V die Po- 
tentialfunction ist Folglich ist die Flächendichtigkeit für jeden 
Punct der Fläche vollkommen bestimmt, und damit ist der obige 
Satz bewiesen. 

Hieraus lässt sich sofort noch ein weiterer Schluss ziehen. 
Wenn eine geschlossene Fläche einen mit Agens erfüllten Raum 
von einem leeren abgrenzt, indem entweder der äussere Raum das 
Agens enthält und der innere leer ist, oder der innere das Agens 
enthält und der äussere leer ist, so ist, wie wir im vorigen Para- 
graphen gesehen haben, durch die Werthe, welche die Potential- 
function des Agens an der Grenzfläche hat, auch die Potential- 
function in dem ganzen leeren Räume bestimmt Da nun stets eine 
und nur Eine Flächenbelegung möglich ist, deren Potentialfiinction 
an der Fläche selbst irgend welche vorgeschriebene Werthe hat, 
so muss auch eine und nur Eine Flächenbelegung möglich sein, 
deren Potentialfunction an der Fläche die der Potentialfunction 
des gegebenen Agens zukonmienden Werthe hat, und somit auch 
in dem ganzen leeren Räume mit der Potentialfunction des gege- 
benen Agens übereinstimmt 

Demnach lässt sich folgender, oft zur Vereinfachung anwend- 
barer Satz aussprechen: Wenn in einem Räume, welcher 
durch eine geschlossene Fläche von dem übrigen 
Räume abgegrenzt ist, sich ein Agens in beliebiger 
Vertheilung befindet, welches zum Theil auch auf 
der Fläche selbst gelagert sein kann, so giebt es stets 
eine und nur Eine Flächenbelegung, welche in dem 
ganzen übrigen Räume dieselbe Potentialfunction 
hat, wie das gegebene Agens. 
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§. 16. Bestimmung der Potentialfunction und der 
Flächendichtigkeit bei electrischen leitenden Körpern 

aus der Green'schen Function. 

An die vorigen Schlüsse mögen noch einige weitere ange- 
knüpft werden, welche sich speciell auf Electricität beziehen. 

Es sei ein für Electricität leitender Körper A gegeben, wel- 
cher mit Electricität geladen sei , und es soll die Potentialfunction 
im äusseren Räume bestimmt werden. Dazu haben wir allgemein 
die Gleichung (31), nämlich: 



1 r K«+7) 



Nun ist aber im Innern und somit auch an der ganzen Oberfläche 
eines leitenden Körpers die Potentialfunction constant und kann 
daher aus dem Integralzeichen herausgenommen werden. Wir er- 
halten also, indem wir den constanten Werth, welchen wir das 
Potentialniveau des Körpers A nennen wollen, mit F« be- 
zeichnen : 



4:71^ dn 



(32) V=^l -^ ^ d(o. 

Hieraus ergiebt sich, dass für jedes Potentialniveau des Körpers 
die Potentialfunction in« dem ganzen äusseren Räume aus der 
Function u bestimmt werden kann. 

Wenn die Potentialfunction in dem ganzen äusseren Räume 
bestimmt ist, so ist es auch der in der Nähe der Fläche geltende 

Werth von •;r— , und mit Hülfe dieses wiederum kann man, nach 
on 

Gleichung (11), die Flächendichtigkeit h ausdrücken, so dass also 

auch die Art, wie die dem Körper mitgetheilte Electricität sich 

über seine Oberfläche verbreitet, aus der Function u bestimmt 

werden kann. 

Sind statt Eines Körpers A deren mehrere -4, JB, C etc. ge- 
geben, so erhält man ganz entsprechend : 
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worin {{Oa, dfijft, cfo« etc. Oberflächenelemente der Körper Ay JS, 
Cetc. bedeuten und die einzelnen Integrale sich auf die Oberflächen 
der einzelnen Körper beziehen. Die Function u ist in diesem Falle 
natürlich so zu bestimmen, dass alle gegebenen Körper gleichzeitig 
berücksichtigt werden. Man denke sich nämlich alle diese Körper 
durch unendlich dünne Drähte mit der Erde verbunden, und 
nehme im Puncte p' eine positive Electricitätseinheit an, welche 
auf allen Körpern durch Influenz eine Ladung mit negativer Elec- 
tricität verursacht , dann ist die Potentialfunction dieser gesamm- 
ten negativen Electricität die Function u. 



§. 17. Wirkung einer leitenden Schaale und eines 

leitenden Schirmes. 

1 Es sei ein von einer inneren und einer äusseren Oberfläche 

begränzter schaalenförmiger Körper aus einem die Electricität lei- 

! tenden Stoffe gegeben. Dann können wir drei Bäume unterschei- 
den, den inneren Hohlraum, den äusseren umgebenden Baum und 
den von dem Körper selbst eliüllten Baum. 

Der innere Hohlraum möge nun irgend welche mit Electrici- 
tät geladene Körper einschliessen , und es soll untersucht werden, 
welchen electrischen Zustand diese in der Schaale hervorrufen, 
und wie sie nach Aussen wirken. 

Wir betrachten zunächst die innere Oberfläche der Schaale. 
Unendlich nahe an derselben , aber noch in dem Hohlräume , den- 

ken wir uns den Differentialcoefiflcienten tt— gebildet , wobei die 

8n 

Normale nach dem Hohlräume zu als positiv gerechnet werden 

möge. In Bezug auf diesen Differentialcoefficienten gilt folgende, 

in §. 12 unter (30) gegebene Gleichung : 

'8F 

worin das Integral sich auf die den Hohlraum begrenzende Fläche, 



/i 
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also auf die innere Oberfläche unserer Schaale bezieht, und Q die 
gesammte von der Fläche eingeschlossene Electricitätsmenge, also 
die Electricitätsmenge, mit welcher die in dem Hohlräume befind- 
lichen electrischen Körper geladen sind , bedeutet. Femer ist der 

dV 
hier betrachtete DifiFerentialcoefficient tt— derselbe, welcher in 8. 8 

dn 

mit (-r— ) bezeichnet ist, und für welchen die dort unter (11) 

gegebene Gleichung 

gilt, worin h die Flächendichtigkeit derElectricität bedeutet. Durch 
Einsetzung des hier rechts stehenden Werthes in die vorige Glei- 
chung erhält man: 

(34) fhd€3 = - Q, 

d. h. auf der inneren Oberfläche der Schaale befindet 
sich eine Electricitätsmenge, welche der auf den 
eingeschlossenen electrischen Körpern befindlichen 
gleich und entgegengesetzt ist. 

Bei diesem Resultate ist es ganz gleichgültig , ob die Schaale 
mit der Erde in Verbindung steht und dadurch auf dem Potential- 
niveau Null erhalten ist, oder ob sie isolirt und auf irgend ein an- 
deres Potentialniveau gebracht ist. Dieses hat nur Einfluss auf 
die Electricitätsmenge, welche sich auf der äusseren Oberfläche 
lagert. 

Wir wollen nun die Potentialfunction in dem die Schaale 
umgebenden äusseren Baume betrachten. Für irgend einen Punct 
jp' dieses Baumes gilt, wenn wir das Potentialniveau der Schaale 
mit Va bezeichnen , die im vorigen Paragraphen unter (32) gege- 
bene Gleichung: 



4:n^ dn 



dca. 



Hieraus ergiebt sich, dass die äussere Potentialfunction vollkom- 
men bestimmt ist, sobald das Potentialniveau der Schaale gegeben 
ist, ohne dass über die Art, wie die in dem Hohlräume befind- 
lichen Körper gestaltet, angeordnet und mit Electricität geladen 
sind, etwas bekannt zu sein braucht. 
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Wenn die Schaale mit der Erde in leitender Verbindung steht, 
so ist Va := 0, und dann ist auch fiir jeden Punct p' des äusseren 
Raumes F' = 0. Daraus ergiebt sich, dass die in dem Hohlraum 
befindlichen electrischen Körper nach Aussen hin gar keine Wir- 
kung ausüben. Ihre Wirkung ist durch die entgegengesetzte Elec* 
tricität, welche durch Influenz an der inneren Oberfläche der 
Schaale angesammelt ist, vollständig aufgehoben. 

Wir wollen uns nun , statt der die electrischen Körper ganz 
umgebenden Schaale, eine verhältnissmässig grosse aus einem lei- 
tenden Stoffe bestehende Platte denken, welche vor die electri- 
schen Körper gestellt sei, und jenseit deren die Potentialfunction 
bestimmt werden solle. Ohne auf eine specielle Betrachtung die- 
ses Falles einzugehen, kann man soviel ohne Weiteres übersehen, 
dass die Platte, wenn sie hinlänglich gross ist, eine ähnliche, wenn 
auch nicht so vollständige Wirkung ausüben muss, wie die Schaale 
und dass also die Potentialfunction jenseit der Platte fast nur von 
dem Potentialniveau der Platte abhängen kann. Steht die Platte 
mit der Erde in leitender Verbindung, so muss die Potentialfunc- 
tion jenseit der Platte sehr nahe den constanten Werth Null ha- 
ben, indem die auf der Platte durch Influenz angesammelte ent- 
gegengesetzte Electricität die Wirkung der electrischen Körper 
fast vollständig compensirt Eine in dieser Weise wirkende Platte 
pflegt man einen electrischen Schirm zu nennen. 

• 

§. 18. Ein allgemeiner Satz in Bezug auf Influenz- 
wirkungen. 

Zum Schluss dieser allgemeinen Betrachtungen möge noch 
ein vor Kurzem von mir in Wiedemann's Annaleni) mitgetheilter 
Satz angeführt werden , welcher sich auf die gegenseitige Influenz 
behebig vieler leitender Körper bezieht, und mehrere, von ver- 
schiedenen Autoren aufgestellte Beciprocitätssätze als specielle 
Fälle in sich enthalt. 

Es sei irgend eine Anzahl leitender Körper Ci, C^, 
Cz etc. gegeben, welche influenzirend auf einander 
wirken. Diese sollen in zwei verschiedenen Weisen 
geladen werden. Bei der ersten Ladung seien die auf 
den einzelnen Körpern befindlichen Electricitäts- 

°^^^g^^^ Qi. ft, Q, etc. 

1) Bd. 1, S. 493. 

Clausius, mech. W&rmetheorie. IL 3 



84 Abschnitt I. 

lind die dadurch entstehenden Potentialniveaux der 
Körper: 

'1^ ^l-t ^3 etc., 

und bei der zweiten Ladung seien die Electricitäts- 
mengen und Potentialniveaux: 

Dl, Dq, O3 etc. 

aSi, aS2, 353 etc. 
Dann gilt folgende Gleichung: 

(35) FiOi + F2D2+F3D3 + etc. = aJi(2i + aS,ft+a83Ö3 + etc. 
oder kürzer geschrieben: 

(35a) 2:70 = 2:93^. 

Zum Beweise dieser Gleichung denken wir uns um einen in 
der Nähe der Körper gelegenen Punct eine unendlich grosse Kugel- 
iiäche geschlagen, und wenden auf den zwischen den Körpern und 
der Kugelfläche liegenden unendlichen Raum die dritte Green' sehe 
Gleichung an, indem wir unter den beiden darin vorkommenden 
Functionen, welche wir mit V und 33 bezeichnen wollen, die der 
ersten und zweiten Ladung entsprechende Potentialfunction ver- 
stehen. Da diese beiden Potentialfunctionen mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen in dem betrachteten Räume überall endlich 
bleiben, so können wir die Green 'sehe Gleichung in der unter 
(25) gegebenen Form schreiben, nämlich: 

Jv U d(o +y Fz/35dr =f^ ^ dco -{-JfßJVdt. 

Da femer in dem betrachteten Räume keine Electricität vorhan- 
den sein soll, so gelten in demselben überall die Gleichuhgen : 

z^F= undz:/3S = 0, 
wodurch die vorige Gleichung sich reducirt auf: 

(36) Tf 1^ doj = /*» |r dco. 

In dieser Gleichung haben sich die Integrale über die Ober- 
flächen aller gegebenen Körper und über die unendlich grosse 
Kugelfläche zu erstrecken. Die auf die letztere Fläche bezüglichen 
Theile der Integrale sind aber aus den Gründen , welche für einen 
ähnlichen Fall schon in §. 14 besprochen wurden, unendlich klein 
und kpriöen daher vernachlässigt werden, so dass die Integratio- 



Mathematische Einleitung. 35 

nen nur auf die Oberflächen der gegebenen Körper ausgedehnt zu 
werden brauchen. 

Auf der Oberfläche jedes Körpers ist die Potentialfunction 
constant, und kann daher fiir den Theil des Integrals, welcher sich 
auf ihn bezieht, aus dem Integralzeichen genommen werden. Dem- 
nach können wir die vorige Gleichung so schreiben : 

worin doi, do), da^ etc. Oberflächenelemente der Körper Cj, 
Cj, C^ etc. sein und die verschiedenen Integrale sich auf die Ober- 
flächen der einzelnen Körper beziehen sollen. 

Nun ist , wie im vorigen Paragraphen , an allen Oberflächen, 
gemäss der Gleichung (11), zu setzen: 

= — 4sth und ^-— =r — 43rb, 
dn dn ^ 

worin h und 1^ die Flächendithtigkeiten bei den beiden Ladungen 
bedeuten sollen. Es kommt also: 

Fi/Moi + y^/^äio, + V,/f)dms + etc. 

= aSi/ÄdfiJi + ^^/hdG}^ + fßi/hdcj^ + etc. 

Die hierin noch vorkommenden Integrale sind aber nichts weiter, 
als die auf den einzelnen Körpern befindlichen Electricitätsmen- 
gen, und wir erhalten somit die zu beweisende Gleichung 

nOi+ F,0,+ F,D3+ etc. = JBi ei + a5,«, + 5Bse3+ etc. 
Diese Gleichung lässt sich unter gewissen, oft stattfindenden 
Umständen noch sehr vereinfachen. Betrachten wir die Glieder, 
welche sich auf irgend einen der gegebenen Körper, der Gf heisse, 
beziehen, nämlich die beiden Producte 

FiCundS/^rf, 

so werden diese in zwei Fällen Null, so dass sie aus der Gleichung 
fortgelassen werden können. Wenn der Körper mit der Erde in 
leitender Verbindung steht, so bleibt seiii Potentialniveau bei jeder 
Ladung des Systemes Null, und wir haben also für diesen Fall zu 

setzen : 

?;=», = 0, 

wodurch die obigen Producte verschwinden. Wenn ferner der Kör- 

3* 
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per isolirt und ursprünglich unelectrisch ist, und bei der Ladung 
keine Eiectricität von Aussen erhält, sondern nur durch Influenz 
eine ungleiche Vertheilung seiner eigenen Eiectricität erleidet, so 
wird seine Oberfläche theils positiv, theils negativ electrisch, in 
der Weise, dass die ganze auf der Oberfläche befindliche Electri- 
citätsmenge Null bleibt. Wir haben dann also zu setzen: 

Qi = O, = 0, 

wodurch wiederum die obigen Producte verschwinden. Demge- 
mäss kann folgende Regel aufgestellt werden. Solche Körper, die 
bei beiden Ladungen mit der Erde in leitender Verbindung ste- 
hen , oder die isolirt und ursprünglich unelectrisch sind , und bei 
den Ladungen keine Eiectricität empfangen, können bei der Auf-. 
Stellung der Gleichung (35) ganz unberücksichtigt bleiben. 

Es möge nun als specieller Fall angenommen werden, dass 
bei allen gegebenen Körpern, mit Ausnahme von Ci und Cq , einer 
der beiden genannten Umstände stattfinde. Dann reducirt sich 
die Gleichung auf: 

(37) Fi Dl + nO, = f8iQi + 332 «2- 

Wenn wir diese Gleichung noch weiter dadurch vereinfachen, dass 
wir auch über das Verhalten der Körper Ci und C^ noch beson- 
dere Annahmen machen , so gelangen wir zu den oben erwähnten 
ßeciprocitätssätzen. 

Zunächst wollen wir uns denken, bei der ersten Ladung werde 
Ci bis zum Potentialniveau K geladen , während C^ ^ait der Erde 
in leitender Verbindung stehe und durch Influenz aus der Erde 
die Electricitätsmenge Q^ erhalte; bei der zweiten Ladung werde 
C2 bis zum Potentialniveau K geladen, während Ci mit der Erde 
in leitender Verbindung stehe, und durch Influenz die Electricitäts- 
menge Dl erhalte. Dann haben wir zu setzen: 

F3 = aSi = 0; Fl = aSa = ^, 
wodurch (37) übergeht in : 

oder: 

(38) Dl = Q2. 

Also die Electricitätsmenge, welche bei der Ladung von Ci bis zu 
einem gewissen Potentialniveau durch Influenz auf C3 angesam- 
melt wird, und diejenige, welche bei der Ladung von C^ bis zu 



Mathematische Einleitung. 87 

demselben Potentaalniveaa durch Influenz auf Ci angesammelt wird, 
sind unter einander gleich. 

Femer wollen wir beide Körper als isolirt und ursprüng- 
lich unelectrisch voraussetzen, und annehmen, bei der ersten La- 
dung erhalte nur der Körper Ci die Electricitätsmenge E^ durch 
deren Influenz in C^ das Potentialniveau V^ entstehe, und bei der 
zweiten Ladung erhalte nur der Körper C^ die Electricitätsmenge 
£, durch deren Influenz in d das Potentialniveau SBi entstehe. 
In diesem Falle haben wir zu setzen: 

ft = Ol = 0; öl = Q, = J?, 

wodurch (37) übergeht in: 

oder: 

(39) F, = SSi. 

Also das Potentialniveau, welches bei der Ladung von Ci mit einer 
gewissen Electricitätsmenge durch Influenz in C^ entsteht, und 
dasjenige, welches bei der Ladung von (7, mit derselben Electri- 
citätsmenge durch Influenz in Ci entsteht, sind unter einander 
gleich. 

Denken wir uns noch specieller die beiden Körper auf Puncto 
redudrt, setzen femer E=l und nehmen endlich von den übrigen 
ausser Ci und d noch vorhandenen leitenden Körpern an, dass sie 
mit der Erde in leitender Verbindung stehen , so erhalten wir als 
speciellen Fall der vorigen Gleichung die entsprechende Gleichung 
für die Green^sche Function. Bezeichnen wir nämlich die 
Green 'sehe Function für die beiden Fälle, wo sich die Electri- 
citätseinheit im ersten oder zweiten Puncto befindet, mit u und u, 
und femer den Abstand irgend eines Punctes x, y^ z vom ersten 
und zweiten Puncto mit r und t, so haben wir zu setzen : 

F=w + i; a3 = u + i 

' r ' ' t 

und dadurch geht die vorige Gleichung über in 

Wa + - =«1 + — • 

Nun sind aber r» und Xi unter einander gleich, indem r^ den Ab- 
stand des zweiten Punctes vom ersten und ti den Abstand des er- 
sten Punctes vom zweiten bedeutet, und somit reducirt sich die 
Gleichung auf 
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(40) Wa = Ui, 

d, h. wenn man von zwei gegebenen Puncten das eine Mal im ersten 
die Electricitätseinheit annimmt und im zweiten die Green 'sehe 
Function betrachtet, und das andere Mal im zweiten die Electri- 
citätseinheit annimmt und im ersten die Green 'sehe Function 
betrachtet, so erhält man gleiche Werthe. 

Ausser den hier beispielsweise aus der Gleichung (35) gezo- 
genen Schlüssen, welche zwei sehr einfache specielle Fälle betref- 
fen, lassen sich natürlich noch viele andere ähnliche Schlüsse aus 
derselben ziehen. 
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Oleiohungen für Leidener Flaschen. 

§. 1. Betrachtung zweier einander sehr nahe gegenüber- 
liegender Oberflächenpuncte von leitenden Körpern. 

Nach den vorstehenden allgemeinen Betrachtungen wenden 
wir uns nun zur spedellen Betrachtung einer für die Electricitäts- 
lehre sehr wichtigen Gruppe von Apparaten, nämlich des Conden- 
sators, der Franklin' sehen Tafel und der Leidener Flasche. 
Dabei wollen wir die bei diesen Apparaten vorkommende isoli- 
rende Zwischenschicht vorläufig einfach als einen vollkommenen 
Isolator ansehen, welcher bei der Ladung des Apparates keine 
innere Veränderung erleidet, indem wir uns die Betrachtung der 
im Inneren von Isolatoren vorkonmienden electrischen Verände- 
ningen und ihres nach Aussen hin ausgeübten Einflusses für den 
nächsten Abschnitt vorbehalten. 

Zunächst mögen statt eines der genannten Apparate nur 
irgend zwei leitende Körper Ci und C, gegeben sein, deren Ober- 
flächen sich an einer Stelle sehr nahe gegenüberliegen. Die Ober- 
flächen sollen an dieser Stelle einander parallel sein, so dass die 
auf der einen errichtete Normale auch auf der anderen normal ist. 
Die Länge des zwischen den beiden Oberflächen liegenden Stückes 
der gemeinsamen Normale, also den Abstand der Flächen , wollen 
wir mit c bezeichnen und als sehr klein voraussetzen. 

Es möge nun die Potentialfunction im Körper Ci den Werth 
^1 und im Körper C^ den Werth Fj haben, während sie zwischen 
beiden Körpern veränderlich ist, und hier einfach mit V bezeich- 
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net werde. Um sie hier für einen heUehigen Punct auszudrücken, 
wählen wir den an der Oberfläche des Körpers Ci gegebenen Punct 
zum Anfangspuncte eines rechtwinkligen Coordinatensystemes, des- 
sen jßf-Axe die in dem Puncte errichtete Normale (und zwar nach 
Aussen hin als positiv gerechnet), und dessen x- und y-Axe irgend 
zwei in der Tangentialebene gelegene, auf einander senkrechte 
Gerade seien. Da der zum Anfangspuncte gewählte Punct noch 
zum Körper d gehört, so hat die Potentialfunction in ihm den 
Werth Vi, Gehen wir aber von ihm aus in der Bichtung der 
£r-Axe vorwärts, so ändert sich die Potentialfunction, und nach 
dem Tailor 'sehen Lehrsatze können wir für einen um die Strecke 
z vom Körper Ci entfernten Punct schreiben: 

worin der an die Differentialcoefficienten gesetzte Index 1 andeu- 
ten soll, dass es sich um die dicht am Körper (7i geltenden Werthe 
der DifiFerentialcoefficienten handelt. Wenden wir diese Gleichung 
auf den Punct an, wo die a-Axe den anderen Körper Ca trifft, so 
ist in diesem Pujicte = c, und die Potentialfunction hat hier 
den Werth F^, woraus folgt, dass zu setzen ist: 

« -■ = '-.+ (ID.« + (l?).Ä + (S).rli + - 

Die ersten beiden hierin an der rechten Seite stehenden Diffe- 
rentialcoefficienten kann man auf Einen reduciren, wenn man die 
für den ganzen zwischen den beiden Körpern liegenden Raum gel- 
tende Gleichung 

in Anwendung bringt« 

Man denk« sich, dass man von dem in der Oberfläche des 
Körpers Ci liegenden Anfangspuncte der Coordinaten aus in der 
X0 'Ebene nach einem anderen ausserhalb des Körpers oder in 
dessen Oberfläche gelegenen unendlich nahen Puncte fortschreite, 
dessen Coordinaten dx und dz sein mögen. Die dadurch entste- 
hende kleine Aenderung der Potentialfunction V wird durch fol- 
gende Gleichung bestimmt: 

dV= -o— »^+0— »^ + 0-7 --n — r a o dxdz -f- -^-t'-tt 

dx ^ dß ' dx^ 2 ' dxdz ' dz^ 2 

-f- etc., 
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worin der Index 1 an den Differentialcoefiicienten der Bequem- 
lichkeit vfegen fortgelassen ist. Nimmt man nun bestimmter an, 
dieser andere Punct sei, wie der Anfangspunct der Coordinaten, 
in der Oberfläche des Körpers Ci gelegen , so hat die Potential- 
fiinction hier ebenfalls den Werth Vi und das an der linken Seite 
stehende Differential dViBi somit gleich Null zu setzen. Zugleich 
lässt sich für diesen Fall aus der Gestalt der Gurve, in welcher die 
xz-^ene die Oberfläche des Körpers schneidet, die Beziehung 
zwischen den Differentialen dx und dg ableiten. Da die x-Axe 
die in dem betreffenden Puncto an die Gurre gelegte Tangente ist, 
so erhalten wir, wenn wir den Krümmungsradius der Gurve in die- 
sem Puncte mit Bi bezeichnen, die Gleichung : 

dß = :f 2-5- dx^ 4" ®^M 

worin das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, jenachdem 
die Curve, von der Seite der positiven jbt, d. h. von der Aussenseite 
des Körpers betrachtet, convex oder concav ist Setzen wir diesen 
Werth von dz in die vorige Gleichung ein, und setzen zugleich die 
linke Seite gleich Null, so kommt: 

Da diese Gleichung für beliebige Werthe von dx richtig sein muss, 
so folgt, dass die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von dx 
einzeln gleich Null sein müssen, woraus sich ergiebt: 

dx ~"'' 8x> + El' da ■*""• 

Die zweite dieser Gleichungen wollen wir in folgender Form 
schreiben : 

n^ 0«F . 1 ar 

Ebenso erhält man für die y^?- Ebene, wenn die Gurve, in wel- 
cher diese Ebene die Oberfläche schneidet, den Krümmungsradius 
Ri hat: 

Diese Werthe von ^-j und ^— ^ in die Gleichung (2) einge- 
setzt, giebt: 
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V- iJi - B!x) dg '^dg' ~^ 



6 



oder: 

Indem man diesen Werth von ^-r-, welcher sich auf den an der 
Oberfläche des Körpers Ci liegenden Anfangspunct der Coordina- 
ten bezieht, in die Gleichung (1) für (^— g-j einsetzt, erhält man: 

-f- etc. 

Hierin kann nun noch für ( ^r— i ein anderer Ausdruck ge- 

\dzJi 

setzt werden. Nach Gleichung (11) des vorigen Abschnittes ist 
nämlich, wenn hi die Flächendichtigkeit der Electricität an dem 
betreffenden Puncte der Oberfläche des Körpers 6\ bedeutet, zu 
setzen: 

wodurch die Gleichung übergeht in : 

F, = F, - 4.^0 [i + |(t ^ + ^)] + (|J\rll+«*«' 

In dieser Gleichung wollen wir nun die Glieder von dritter und 
höherer Ordnung in Bezug auf c vernachlässigen, und die Glei- 
chung in folgender Form schreiben : 

(7) ^>-n = 4'^*x4'+l(+i + i)} 

Nachdem wir dieses Resultat für den Körper Ci gewonnen 
haben , wollen wir uns denken , es werde ganz dieselbe Entwicke- 
lung noch einmal gemacht, nur mit dem Unterschiede, dass wir 
von der Oberfläche des Körpers Cg ausgehen, und in der Normale 
bis zur Oberfläche des Körpers Ci fortschreiten. Die dadurch ent- 
stehende Gleichung können wir sofort aus der vorigen ableiten, 
wenn wir die Differenz Fi — Fg mit Fg — Vi vertauschen, fer- 
ner für hl das Zeichen Ag einführen , welches die electrische Dich- 
tigkeit an dem betreffenden Puncte der Oberfläche des Körpers 
Ca bedeuten soll, und ebenso für JBi und R\ die Zeichen ijg imd 
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Ri setzen , welche die KrümmungBradien der zweiten Fläche dar- 
stellen sollen. Es kommt also: 

(8) ^.-^i = 4«M[l + y(+^T^)]. 

Die Gleichungen (7) und (8) können unter entsprechende^ 
Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnungen auch in folgende 
Fonn gebracht werden : 

Hieraus ergiebt sich für die electrische Dichtigkeit an jedem der 
beiden einander gegenüberliegenden Puncte das eigenthümliche 
Resultat, dass sie, soweit sie durch das erste und bedeutendste 
Glied der Formel ausgedrückt wird, nur von der zwischen beiden 
Körpern stattfindenden Potentialniveaudifferenz und von ihrem Ab- 
stände abhängt, und für beide Körper gleich und entgegengesetzt 
ist Das zweite Glied ist für beide Körper verschieden, hängt aber 
bei gegebener Potentialniveaudifferenz für jeden Körper nur von 
seinen eigenen Krünunungsradien ab. Sollten die Oberflächen an 
den betreffenden Stellen so gestaltet sein, dass man hätte: 

^ +-4- = — + — , 

-Kj -Kj Si XV 1 

so würden auch die zweiten Glieder beider Formeln gleich und 
entgegengesetzt sein , und der Unterschied zwischen h^ und — hi 
könnte dann nur noch durch Glieder von höheren Ordnungen aus- 
gedrückt sein. 



§. 2. Anwendung der Gleichungen auf den Condensator, 
die Franklin'sche Tafel und die Leidener Flasche. 

Die vorstehenden Gleichungen können wir nun sofort auf die 
beiden Platten eines Condensators und die beiden Belegungen 
einer Franklin'schen Tafel anwenden,, und da bei diesen die ein- 
ander gegenüberliegenden Flächen der beiden Platten oder Bele- 
gungen in ihrer ganzen Ausdehnung parallel sind , so gelten die 
Gleichungen nicht bloss für ein bestimmtes Paar von gegenüber- 
liegenden Puncten, sondern für die ganzen Flächen. Nur die Stel- 
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len , welche so nahe am Rande Hegen , dass die Entfernung vom 
Bande eine Grösse von derselben Ordnung wie c ist, sind auszu- 
nehmen, weil hier die höheren Differentialcoefficienten so gross 
werden, dass die in den Gleichungen fortgelassenen Glieder nicht 
^mehr vernachlässigt werden dürfen. 

Was femer die Leidener Flaschen anbetrifft, so pflegen bei 
diesen die einander gegenüberliegenden Flächen der beiden Be- 
legungen, d. h. die Grenzflächen des Glases, zwar angenähert aber 
nicht genau parallel zu sein, und dadurch tritt eine Abweichung 
ein. Wenn man nämlich in einem Puncto der einen Fläche eine 
Normale errichtet und von demselben Puncte aus auch auf die 
andere Fläche eine Normale fällt, so fallen diese beiden Normalen 
nicht genau zusammen, und die auf ihnen gemessenen Abstände 
der beiden Flächen sind daher nicht genau gleich. Der zwischen 
ihnen stattfindende Längenunterschied kann indessen bei kleineü 
Abweichungen vom Parallelismus nur sehr unbedeutend sein. 
Setzen wir voraus, die Abweichung vom Parallelismus, also der 
Winkel zwischen den beiden Normalen, sei nur eine Grösse von 
derselben Ordnung wie c (wobei wir uns c nach einer den Dimen- 
sionen der Belegungen entsprechenden Längeneinheit gemessen 
denken) , so lässt sich leicht ersehen , dass der Unterschied zwi- 
schen den auf den beiden Normalen gemessenen Abständen so ge- 
ring sein muss, dass man, nachdem der eine mit c bezeichnet ist, 
den anderen durch einen Ausdruck von der Form c -\- mc^ dar- 
stellen kann. Der Unterschied ist also eine Grösse von dritter 
Ordnung in Bezug auf c, und kann somit in unseren Gleichungen, 
die nur bis zur zweiten Ordnung richtig sein sollen, vernachlässigt 
werden. Demnach können wir unter der gemachten Voraussetzung 
die Gleichungen des vorigen Paragraphen auch auf Leidener Fla- 
schen anwenden* 

Betrachten wir nun die Gleichungen (9), so treten in densel- 
ben für die in Rede stehenden Apparate noch gewisse Verein- 
fachungen in Bezug auf das Glied ein, welches die Krümmungs- 
radien enthält. Bei dem Condensator und der Franklin 'sehen 
Tafel sind die Flächen eben, also die Krümmungsradien unendUch 
gross, und dadurch wird das Glied Null. Bei der Leidener Flasche 
haben die Krümmungsradien zwar endliche Werthe, aber es fin- 
det zwischen ihnen eine gewisse Beziehung statt, weil die Flächen 
parallel oder wenigstens nahe parallel sind. Bei parallelen Flä- 
chen sind die Längen der zusammengehörigen Krümmungsradien 
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nur um den Abstand c von einander yerschieden , und wenn die 
Flächen zwar nicht ganz parallel sind , aber nur um eine Grösse 
von der Ordnung c vom Parallelismus abweichen , so können auch 
in diesem Falle die Längen der Krümmungsradien nur um eine 
Grösse von der Ordnung c von einander verschieden sein. Da nun 
das Glied, welches die Krümmungsradien enthält, das höchste in 
den Gleichungen noch berücksichtigte ist, so kann in ihm ein 
Unterschied, welcher im Verhältnisse zu seiner Grösse wieder nur 
Ton der Ordnung c ist, vernachlässigt werden. Dem Vorzeichen 
nach aber sind die Krümmungsradien beider Flächen entgegen- 
gesetzt, denn die Curven, in welchen eine Normalebene die beiden 
Flächen schneidet, verhalten sich insofern entgegengesetzt, als die 
eine nach Aussen convex und die andere concav ist. Wir können 
also, wenn wir die Krümmungsradien der ersten Fläche, unter 
Fortlassung des Index, mit R und B! bezeichnen, die der zweiten 
durch — iJ und — JB' darstellen. Die Gleichungen (9) gehen da- 
her über in: 

und hieraus ergiebt sich weiter : 

(11) », = -*, [i + c(t^T^)]. 

Eine noch grössere Uebereinstimmung , als zwischen den 
Grössen h^ und — A^, findet zwischen zwei anderen damit zu- 
sammenhängenden Grössen statt. Wir wollen auf der ersten Fläche 
ein Element dcDi betrachten. Am Umfange desselben wollen wir 
uns unendlich viele Normalen auf der Fläche errichtet denken, die 
auf der zweiten Fläche ein Element abgrenzen, welches wir als das 
entsprechende ansehen und mit dm^ bezeichnen wollen. Die auf 
diesen beiden Elementen befindlichen Electricitätsmengen sind 
\ämi und h^ daa^. Nun ergiebt sich aber aus einfachen geometri- 
schen Betrachtungen, dass die beiden Flächenetemente, unter Ver« 
nachlässigung von Gliedern höherer Ordnungen, in folgender Be« 
Ziehung zu einander stehen : 

(12) d«, = da, [l + c (± 1 ± !■)]. 



A« = 
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Wenn man nun die Gleichungen (11) und (12) mit einander mul- 
tiplicirt, so verschwindet das mit dem Factor c behaftete Glied, und 
wenn man das mit dem Factor c^ behaftete Glied fortlässt, so 
kommt: 

(13) hid(02 = — hidcDi 

d. h. die Electricitätsmengen, welche sich auf zwei entsprechenden 
Flächenelementen befinden, sind, abgesehen vom Vorzeichen, ein- 
ander so nahe gleich, dass die Abweichung im Verhältnisse zum 
ganzen Werthe nur eine Grösse von der Ordnung c^ ist. 

Dasselbe, was hier von zwei entsprechenden Flächenelementen 
gesagt ist, muss natürlich auch von endlichen Flächenstücken gel- 
ten, welche so begrenzt sind, dass die an der einen Grenzlinie auf 
der Fläche errichteten Normalen sämmtlich die andere Grenzlinie 
treffen. Auch auf diesen endlichen Flächenstücken müssen die 
Electricitätsmengen einander so nahe gleich sein, dass die Abwei- 
chung im Verhältnisse zur ganzen Menge nur von zweiter Ord- 
nung in Bezug auf c ist 

§. 3. Vervollständigungen, welche in den vorigen Glei- 
chungen noch nöthig sind. 

Die im vorigen Paragraphen mitgetheilten Gleichungen hat 
Green für den Condensator, die Franklin'sche Tafel und die 
Leidener Flasche abgeleitet, und sie bilden die Grundlage der auf 
diese Apparate bezüglichen Theorie. Bei näherer Betrachtung 
findet man aber, dass sie noch nicht alles enthalten, was bei die- 
sen Apparaten zu berücksichtigen ist. 

Wir wollen im Folgenden der Kürze wegen inmier von der 
Leidener Flasche sprechen, weil das, was von dieser gilt, auch auf 
die Franklin'sche Tafel und den Condensator Anwendung findet, 
und sogar, wenn man bei den letzteren die beiden Metallplatten 
als eben, parallel, gleich und einander genau senkrecht gegenüber- 
stehend voraussetzt, noch einfacher wird. 

Es handelt sich bei der mathematischen Betrachtung dieser 
Apparate vorzugsweise darum, wenn die Potentialniveaux der bei- 
den Belegungen (d. h. die auf den Belegungen stattfindenden Werthe 
der Potentialfunction) gegeben sind , dann die auf ihnen befind- 
lichen Electricitätsmengen zu bestimmen, oder, allgemeiner ausge- 
drückt, die Gleichungen, welche zwischen den beiden Potential- 
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niveaux und den beiden Electricitätsmengen stattfinden, aufzu- 
stellen. 

Die Green' sehen Gleichungen (10) geben uns die electri- 
sehen Dichtigkeiten hi und h^ auf den beiden einander zugewand- 
ten Flächen der Belegungen, und wenn man unter Anwendung 
dieser Werthe die Producte hidmi und h^dto^ bildet, worin doi 
und (2ci, Elemente der beiden Flächen bedeuten, und dann die 
Differentialausdrücke über endliche Flächenstücke integrirt, so er- 
hält man die auf diesen Flächenstücken befindlichen Electricitäts- 
mengen. Nun ist aber zu bemerken, dass die Gleichungen (10) 
doch nicht ganz allgemein gültig sind. Zunächst ist aus der Art 
der Ableitung dieser Gleichungen klar, dass sie, weil in ihnen GUe- 
der höherer Ordnungen in Bezug auf c yemachlässigt wurden, nur 
dann anwendbar sind, wenn der Abstand der Flächen an der be- 
trachteten Stelle gegen die Dimensionen der Belegungen klein ist. 
Im YorUegenden Falle kommt aber noch ein anderer Umstand in 
Betracht. Die Belegungen einer Leidener Flasche sind dünne 
Metallblätter, die Ton scharfen Rändern begrenzt sind. An einem 
solchen Rande tritt nun in Bezug auf die Electricität ein eigen- 
thümliches Verhalten ein, indem sich bei gleichem Werthe der 
Potentialfunction am Rande die Electricität yiel stärker anhäuft, als 
an den Tom Rande entfernten Flächentheilen. Man darf daher die 
Gleichungen nur auf diejenigen Partien der einander zugewandten 
Flächen der Belegungen anwenden, welche yon den Rändern der 
Belegungen so weit entfernt sind, dass man die Entfernung vom 
Bande gegen den Abstand der Belegungen yon einander, oder, wie 
wir bei Leidener Flaschen etwas kürzer sagen können, gegen die 
Glasdicke als gross betrachten kann. Auf diesen Partien ist, sofern 
die Glasdicke als constant vorausgesetzt wird, auch die electrische 
Dichtigkeit als sehr nahe constant zu betrachten. In der Nähe 
der Ränder aber hat die electrische Dichtigkeit andere, und zwar 
grössere Werthe. 

Man sieht hieraus, dass die Integrale, welche man erhält, 
wenn man für hi und J^ einfach die Werthe (10) anwendet, und 
damit die Integrationen über die ganzen Flächen der Belegungen 
ausfährt, mit einer Ungenauigkeit behaftet sein müssen, deren 
Grösse von der Grösse, Gestalt und Lage der Ränder abhängt. 
Ausserdem ist noch zu bemerken, dass man bei den Integrationen 
über die Flächen der Belegungen stillschweigend vorauszusetzen 
pflegt, dass beide Belegungen genau gleich weit reichen, so dass 
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ihre Ränder sich senkrecht gegenüberstehen. In der Wirklichkeit 
aber ist dieses nicht immer genau erfüllt, und es kann auch die- 
ser Umstand einen, wenn auch in der Regel nur geringen Einfluss 
auf das Resultat haben. 

Eine andere wesentliche Vernachlässigung besteht darin, dass 
Green nur diejenigen Electricitätsmengen betrachtet, welche sich 
auf den einander zugewandten Flächen der beiden Belegungen be- 
finden, auf die Electricitätsmengen dagegen , welche sich auf den 
von einander abgewandten Flächen befinden, keine Rücksicht 
nimmt. Diese letzteren Electricitätsmengen sind zwar bei der ge- 
wöhnlichen Art der Ladung viel kleiner, als die ersteren, indessen 
sind sie doch bei manchen Betrachtungen von Bedeutung, weil 
vorzugsweise sie es sind , welche die Verschiedenheit der auf den 
beiden Belegungen befindlichen Electricitätsmengen verursachen. 

Man muss demnach zu den aus den Green 'sehen Gleichungen 
sich ergebenden Grössen noch ergänzende, auf die erwähnten Um- 
stände bezügliche Grössen hinzufügen , wenn man die auf den Be- 
legungen befindlichen Electricitätsmengen genau darstellen will. 



§. 4. Behandlung einfacher specieller Fälle. 

Um die Anschauung zu erleichtem, wollen wir, bevor wir zur 
Aufstellung allgemeiner Gleichungen für beliebig gestaltete Lei- 
dener Flaschen schreiten, einige specielle Formen, welche sich be- 
sonders leicht behandeln lassen, zur Betrachtung auswählen. 

Als erste Form wählen wir eine solche, die zwar in der Wirk- 
lichkeit nicht vorkommen kann, die aber doch, wenn man sie sich 
als existirend denkt, im Wesentlichen unter denselben Gesetzen 
stehen muss, wie die gewöhnlichen Flaschen, und zu sehr ein- 
fachen Resultaten führt Als Glasgefass soll nämlich eine gane 
geschlossene HoTülcugel von überall gleicher Glasdicke dienen 
und diese soll auf ihrer ganzen inneren und äusseren Fläche mit 
Stanniol belegt sein. Auf der inneren Belegung befinde sich die 
auf irgend eine Weise dorthin gelangte Electricitätsmenge M und 
auf der äusseren Belegung die Electricitätsmenge N. Es fragt 
sich, welche Werthe dann die Potentialfunction auf den beiden 
Belegungen hat. 

Jede der beiden Belegungen hat zwei kugelförmige Grenz- 
flächen, welche wir die innere und äussere Grenzfläche nennen 
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wollen, und da im Inneren eines leitenden Körpers keine getrennte 
Electricität vorhanden sein kann, so können die Electricitätsmen- 
gen M und N nur auf diesen Grenzflächen gelagert sein. Wir 
wollen die einzelnen auf den vier Flächen befindlichen Electricitäts- 
mengen, von der innersten an, der Reihe nach mit Jifi, Jtfg, ^| 
und N^ bezeichnen, so dass zu setzen ist: 

(14) Jfi + Jlfa = M\ Ni-}- N, = N. 

Von diesen vier Electricitätsmengen ist sofort ersichtlich, dass sie, 
sofern nicht noch fremde electrische Kräfte mitwirken, gleich- 
massig über die betreffenden Flächen verbreitet sein müssen , und 
man kann also für jede derselben die Gleichungen anwenden, 
welche für eine gleichmässig über eine Kugelfläche verbreitete 
Electricitätsmenge gelten, und welche hier nur kurz angeführt 
werden sollen i). 

In dem von einer gleichmässig mit Electricität belegten Kugel- 
tiäche eingeschlossenen Hohlräume ist die Potentialfunction oon- 
stant und es gilt, wenn der Radius der Kugelfläche mit r, die 
Flächendichtigkeit der Electricität mit h und die innere Potential- 
function mit Vi bezeichnet wird, die Gleichung : 

(15) Vi = ^xhr. 

Da nun der Flächeninhalt der Kugelfläche durch ixr^ dargestellt 
wird, so drückt das Product Anr^h die ganze auf der Kugelfläche 
befindliche Electricitätsmenge aus, und wir können daher, wenn 
wir diese Electricitätsmenge mit Q bezeichnen, schreiben: 

(15a) Vi = %- 

Ausserhalb der Kugelfläche ist die Potentialfunction , welche hier 
mit Vg bezeichnet werden möge, veränderlich, und zwar ist, wenn 
l den Abstand des betrachteten Punctes vom Mittelpuncte bedeu- 
tet, zu setzen : 

(16) Ve = inh y = y- 

Diese Gleichungen wenden wir nun auf die oben genannten 
vier Kugelflächen an. Um ihre Radien ausdrücken zu können, be- 
zeichnen wir den Radius der inneren Grenzfläche der Glaskugel 
mit a, die Dicke des Glases mit c und die Dicken der beiden Be- 



^) Siehe mein Bach über die Potentialfunction S. 26. 

Clan 8 i HB, mech. Wilnnetheorie. IL 
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legungen mit ß und y, dann sind die Radien der einzelnen Flä- 
chen von der innersten an: a — /J, a, a -f- c und a -f- c + y« 

Betrachten wir nun irgend einen Punct innerhalb der inneren 
Belegung, dessen Abstand vom Mittelpuncte l heissen möge, so 
liegt dieser Punct in Bezug auf die innere Grenzfläche der inne- 
ren Belegung im äusseren Räume und in Bezug auf die drei ande- 
ren Kugelflächen im inneren Räume. Wir haben daher für die 
Electricitätsmenge Mi die Gleichung (16) und für die Electricitäts- 
mengen üfg, ^i und N^ die Gleichung (15 a), unter Einsetzung 
der betrefienden Radien für r, anzuwenden. Bezeichnen wir also 
die ganze Potentialfunction in der inneren Belegung mit JP, so 
kommt: 

(17) F= — -^—4- ^^ -|- ^2 



l ' a 'a-j-ca-f-c-|-y 

Betrachten wir femer einen Punct innerhalb der äusseren Bele- 
gung, dessen Abstand vom Mittelpuncte wieder l heissen möge , so 
liegt dieser Punct in Bezug auf die äussere Grenzfläche der äusse- 
ren Belegung im inneren Räume und in Bezug auf die drei ande- 
ren Kugelflächen im äusseren Räume. Wir haben daher für die 
Electricitätsmenge ^2 die Gleichung (15 a) und für die drei Men- 
gen Jfi, Mq und ^1 die Gleichung (16) anzuwenden, wodurch wir, 
wenn wir die Potentialfunction in der äusseren Belegung mit G 
bezeichnen, erhalten: 

(18) ö = ^ + ^ + 4l+_^^. 

(' l l ^ a -f- c -\- y 

Innerhalb jeder Belegung muss die Potentialfunction constant, 
also von l unabhängig sein. Das ist für F nur dadurch möglich, 
dass 

(19) Ml = 0, 
woraus, gemäss (14), weiter folgt: 

(20) M2 = M. 

Soll femer G von l unabhängig sein, so muss sein : 

Mi+M, + Ni = 0, 

woraus, unter Berücksichtigung der beiden vorigen Gleichungen, 
folgt : 

(21) Ni = ^M, 

und mit Hülfe dieser Gleichung erhält man aus (14): 

(22) N, = M+K 
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Durch Einsetzung dieser vier Werthe in die Gleichungen (17) 
und (18) gehen diese über in: 

M-\-N 



(23) 



F = 



Jf + 



a -\- e -{• Y 



a(a + c) 
Löst man diese Gleichungen nach M und N auf, so erhält man : 



(24) 



jf^a(a±j) (ß, _ jp) ^ (^ ^ g _|_ y) ß. 



Bezeichnet man den Flächeninhalt der inneren Grenzfläche der 
Glaskugel mit s, so ist s = 4«a', und man kann daher die vori- 
gen Gleichungen so schreiben: 



(25) 






Steht die äussere Belegung mit der Erde in leitender Verbin- 
dung, so ist zu setzen: ö = 0. Dadurch wird ^ = — J|f und 
zwischen M und F erhält man die einfache Gleichung : 



(26) 



4äc V ' o/ 



Ein anderer specieller Fall , welcher yerhältnissmässig leicht 
zu behandeln ist, ist der einer Franklin'schen Tafel mit kreis- 
förmigen Belegungen. Diesen habe ich in einer im Jahre 1852 ver- 
öffentlichten Abhandlung i) einer näheren Betrachtung unterwor- 
fen, von deren Resultaten hier einige mitgetheilt werden mögen. 
Wenn a den Badius der kreisförmigen Belegungen und c ihren gegen- 
seitigen Abstand bedeutet, so lauten die betreffenden Gleichungen : 

(27) \ 



^) ^ogg, Ann. Bd. 86, S. 161. 

2) In neuester Zeit ist eine schöne Abhandlung „zur Theorie des Con- 
densators" von Kirchhoff erschienen (Monatsberichte der Berliner Aca- 

4* 
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Indem wir diese Gleichungen zu einander addiren und von ein- 
ander subtrahiren, und zugleich für den Flächeninhalt einer der 
Belegungen, also für die Grösse wa^, das Zeichen s einführen, er- 
halten wir: 



(28) 






Ebenso kann man auch F und G durch M und N oder überhaupt 
irgend zwei der yier Grössen Jf, N^ F^ G durch die beiden ande- 
ren ausdrücken. 

Für den Fall , dass eine der Belegungen , welche wir als die 
zweite annehmen wollen, mit der Erde in leitender Verbindung 
steht, und demgemäss G den Werth Null hat, braucht man von 
den drei übrigen Grössen M^ -N'und F mxr Eine zu kennen, um 
die beiden anderen zu bestinmien. So erhält man z. B. : 



(29) 






§. 5. Allgemeine Gleichungen für zwei beliebige 

Körper. 

Um die betreffenden Ausdrücke für die beiden Belegungen 
einer beliebig gestalteten Leidener Flasche bilden zu können, wol- 
len wir zunächst die Sache noch allgemeiner betrachten, und statt 
der Belegungen irgend zwei leitende Körper A und B als gegeben 



demie, März 1877), in welcher für denselben Fall folgende Gleichung ge- 
geben ist: 

worin e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. Diese Gleichung 
stimmt, wie man sieht, der Form nach mit der meinigen überein, und auch 

lf?7r 

der constante Factor ist von der Zahl 17-68, welche ich durch eine 

e ' 

Reihenentwickelung als Näherungswerth berechnet habe, nur wenig ver- 
schieden. 
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annehmen, in deren Nähe sich noch beliebige andere leitende Kör- 
per befinden dürfen, von denen wir aber voraussetzen wollen, dass 
sie entweder mit der Erde in leitender Verbindung stehen , oder, 
falls sie isolirt sind, keine Electricität mitgetheilt erhalten. Für 
diese Körper A und B wollen wir gewisse allgemeine Gleichungen 
ableiten, welche sich auf ihre gegenseitige Influenz beziehen, und 
welche wir dann auf die beiden Belegungen der Leidener Flasche 
anwenden können. 

Zunächst möge der Körper Ä mit der Erde in leitende Ver- 
bindung gesetzt und B isolirt werden, und unter diesen Umstän- 
den lade man B bis zum Potentialniveau — K mit Electricität 
Auf dem Körper A , dessen Potentialniveau wegen seiner Verbin- 
dung mit der Erde Null bleiben muss , wird dann durch Influenz 
eine gewisse Electricitätsmenge angesammelt, welche jedenfalls der 
Grösse K proportional ist, und welche wir daher jetzt mit aK be- 
zeichnen wollen. Die gleichzeitig auf B befindliche Electricitäts- 
menge, welche auch der Grösse K proportional und von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sein muss, wollen wir durch — bK darstel- 
len. Die in diesen beiden Ausdrücken vorkommenden Factoren a 
und b sind zwei positive Constante , welche von der Grösse und 
Gestalt der Körper A und B und von ihrer Lage zu einander und 
zu den übrigen im Bereiche der Influenz befindlichen leitenden 
Körpern abhängen. 

Nachdem diese Ladung geschehen ist, denke man sich die 
leitende Verbindung zwischen dem Körper A und der Erde unter- 
brochen, so dass nun beide Körper A und B isolirt sind. Unter 
diesen Umständen theile man beiden Körpern soviel gleichartige 
Electricität mit, dass sich auf beiden das Potentialniveau um den 
Betrag K' ändere. Die dazu nöthigen Electricitätsmengen sind 
dieselben, wie die, welche man anwenden müsste, wenn die beiden 
isolirten Körper anfangs unelectrisch wären, und man sie dann 
auf das gleiche Potentialniveau K' bringen wollte. Da diese Elec- 
tricitätsmengen dem Potentialniveau 7i' proportional sein müssen, 
so wollen wir sie mit aK' und ßK' bezeichnen, worin a und ß 
wieder zwei positive von der Grösse, Gestalt und Lage der Körper 
abhängige Constante sind. 

Die durch diese beiden auf einander folgenden Operationen 
entstandenen Zustände der beiden Körper lassen sich folgender* 
maassen ausdrücken: 
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«... j ( Potentialniveau: K' 

^ 1 Electricitätsmenge: aK -^ uK' 

^.. j^ ( Potentialniveau: —- K •}- K' 

^ \ Electricitätsmenge: — bK -\- ßK' 

Nehmen wir nun als speciellen Fall an, es sei: 

- K-{-K' = 

und somit: 

K' = K, 

so sind die Zustände , welche die Körper nach den beiden Opera- 
tionen haben , dieselben , wie die , welche sie angenommen haben 
würden, wenn einfach der Körper B mit der Erde in leitende Ver- 
bindung gesetzt und dadurch auf dem Potentialniveau Null erhal- 
ten wäre, während man den Körper Ä isolirt und bis zum Poten- 
tialniveau K mit Electricität geladen hätte. Die unter diesen Um- 
ständen auf B durch Influenz angesammelte Electricitätsmenge 
muss nach Gleichung (38) des vorigen Abschnittes, welche sich 
auf zwei Ladungen bis zum Potentialniveau JE' bezieht, der mit aK 
bezeichneten Electricitätsmenge, welche der Körper Ä aufnimmt, 
wenn er mit der Erde verbunden ist , während B bis zum Poten- 
tialniveau — K geladen wird, gleich und entgegengesetzt sein. 
Wir können also , wenn wir in dem Ausdrucke der auf B befind- 
lichen Electricitätsmenge die Grösse K' durch K ersetzen, fol- 
gende Gleichung bilden: 

woraus folgt: 

b — a-j-ß. 

Hierdurch ist eine der vier oben eingeführten Constanten be- 
stimmt, und wir können nun wieder zu dem allgemeineren Falle, 
wo K' nicht gleich K zu sein braucht , zurückkehren, und in den 
Ausdrücken, welche die Zustände der beiden Körper darstellen, für 
b den gefundenen Wei-th einsetzen. Dadurch erhalten wir : 

-^.. , f Potentialniveau: Jf' 

1 Electricitätsmenge: aK -\- aK' 

j^.. p f Potentialniveau: ^ K -{- K' 

Jiorper Ji | Electricitätsmenge: - aZ'-f /3(— JT+JS:'). 

Das in diesen Ausdrücken enthaltene Ergebniss der vorste- 
henden Betrachtung wollen wir nun noch in etwas bequemere 
Form bringen. Anstatt die auf die beiden einzelnen Operationen 
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bezüglichen Potentialniyeaax in den Formeln zu bebalten, wollen 
wir die schliesslich stattfindenden Potcntialniveaux der beiden Kör- 
per dnrch einfache Buchstaben darstellen. Das schliessliche Po- 
tentialniveau des Körpers A möge mit F^ und dasjenige des Kör- 
pers B mit G bezeichnet werden. Dann haben wir zu setzen : 

K' = F 

- K -\-K' = G 

und somit: 

K =F — G. 

Ferner wollen wir die schliesslich auf den beiden Körpern befind- 
lichen Electricitätsmengen mit M und N bezeichnen. Dann kön- 
Jien wir dem Vorigen nach folgende zwei Gleichungen bilden, welche 
ftr jede zwei unter gegenseitiger Influenz stehende leitende Kör- 
per gelten, wenn alle anderen im Bereiche der Influenz befind- 
lichen leitenden Körper mit der Erde in leitender Verbindung ste- 
hen, oder, falls sie isolirt sind, keine Electricität niitgetheilt er- 
halten : 

{M=a{F ^ G) + aF 

N = a(G — F)-\-ßG. 



(30) 



§. 6. Bestimmung des Coefficienten a für Leidener 

Flaschen. 

Wenn wir diese Gleichungen auf die beiden Belegungen einer 
Leidener Flasche anwenden, so können wir die Grössen a, a und 
ß näher bestimmen. Wir wollen dabei die innere Belegung der 
Flasche als den Körper A und die äussere Belegung als den Kör- 
per B betrachten. 

Zunächst möge angenommen werden , dass die äussere Bele- 
gung bis zum Potentialniveau G geladen sei, während die innere 
Belegung mit der Erde in Verbindung stehe. Die unter diesen 
Umständen auf der inneren Belegung befindliche Electricitätsmenge 
kann man durch die erste der Gleichungen (30) ausdrücken, wenn 
man darin Fz= setzt, also : 

(31) M=^aG. 

Ausserdem kann man in diesem Falle die Electricitätsmenge M 
auch durch directe Betrachtungen bis auf einen gewissen Grad 
von Genauigkeit bestimmen. 
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Da sich nämUch auf der inneren Belegung , welche mit der 
Erde leitend verbunden ist, nur so viel Electricität befindet, wie 
durch die Anziehung derjenigen Electricität, mit welcher die 
äussere Belegung geladen ist, festgehalten wird, so kann man 
schliessen, dass die auf der inneren Belegung befindliche Electri- 
cität ganz auf der der äusseren Belegung zugewandten Fläche der 
inneren Belegung gelagert ist. Zur Bestimmung der Dichtigkeit 
der Electricität auf dieser Fläche kann man die erste der Glei- 
chungen (10) anwenden , wenn man darin V2 = G und Fi = 
setzt. Diese Gleichung lautet dann : 

Es sei nun dcD ein Element der nach Aussen gewandten Fläche 
der inneren Belegung oder, wie man kürzer zu sagen pflegt, ein 
Flächenelement der inneren Belegung, indem man die nach Aussen 
gewandte Fläche und die nach Innen gewandte Fläche einer 
und derselben Belegung als gleich gross betrachtet. Mit diesem 
Flächenelemente multiplicire man die vorige Gleichung an beiden 
Seiten und integrire die dadurch entstehenden Difierentialaus- 
drücke über die ganze Fläche der inneren Belegung, wodurch fol- 
gende Gleichung entsteht: 



(32) 



/M» = -ÄL/'T + ^/(±i±^)H- 



Von den an der rechten Seite dieser Gleichung in der ecki- 
gen Klammer stehenden Integralen kann man das erste für den 
Fall, dass die Glasdicke c constant ist, sofort ausführen. Sei näm- 
lich mit s die Fläche der inneren Belegung bezeichnet, so ist: 

Sollte die Glasdicke c nicht constant sein, so wollen wir einen 
mittleren Werth Cm einführen , welcher durch folgende Gleichung 
bestimmt sein soll: 

(34) fi^ = J-. 

Durch Einsetzung dieses Bruches für das betrefifende Integral geht 
die Gleichung (32) über in: 

A<'»=-Ä[t+l/(±i±^)H 

oder anders geschrieben: 
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(35) /Ä,d« = _ G j^ [l + ^J(± ^±^) ä.] 

Dieses so ausgedrückte Integral / hidcn ist nun zwar nicht 

vollkommen identisch mit der ganzen unter den genannten Um- 
ständen auf der inneren Belegung befindlichen Electricitätsmenge 
JK; sondern weicht ein Wenig von derselben ab , weil in der Nähe 
des Randes die electrische Dichtigkeit grösser ist , als der obige 
Ausdruck von hi angiebt. Die Abweichung kann aber nach dem, 
was in §. 3 gesagt ist, nur eine solche Grösse sein, die, wenn man 
sie als Bruchtheil des ganzen Integralwerthes ausdrückt, mit ab- 
nehmender Glasdicke in der Weise abnimmt, dass sie mit unend- 
lich klein werdender Glasdicke (vorausgesetzt dass das Glas ohne 
Beeinträchtigung seines Isolationsvermögens unendlich dünn ge- 
macht werden könnte) ebenfalls unendlich klein wird. Da nun 
in der eckigen Klammer der vorigen Gleichung sich schon ein Glied 
befindet, welches mit dem Factor Cm behaftet ist, und daher die 
Eigenschaft hat, mit der Glasdicke zugleich abzunehmen und un- 
endlich klein zu werden, so können wir die vorgenannte Abwei- 
chung mit diesem Gliede zusammenfassen, und wir wollen die da- 
durch entstehende Grösse, welche innerhalb der Klammer zu 1 
addirt werden muss, mit d bezeichnen. Dann können wir schreiben: 

(36) M=-Gj^Jl^ö). 

Da nun nach Gleichung (31) für Jlf der Ausdruck — a G ge- 
setzt werden kann, so geht die vorige Gleichung über in: 

— äff = - ff —i- (1 + «) 

und wenn wir hieraus noch die Grösse — G fortheben , so erhal- 
ten wir die Gleichung: 

(37) « = -At- (1 + «). 

Hierdurch ist der Coefficient a soweit bestinunt, dass nur noch die 
im Verhältnisse zu 1 kleine Grösse ö unbestimmt gelassen ist. 
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§. 7. Bedeutung der Coefficienten a und ß für 

Leidener Flaschen. 

Wir wenden uns nun zu den beiden Coefficienten a und /3, um 
zu sehen, in wie weit sich diese bestimmen lassen. 

Gemäss dem, was oben über diese beiden Coefficienten gesagt 
ist, können wir sie für eine Leidener Flasche folgendermaassen 
definiren: Wenn leide Belegtmgen der Flasche so geladen werden 
sollen^ dass die Potentialfunction auf ihnen den gemeinsamen Werth 
1 hat^ so sind die dazu nöthigen Electricitätsmengen a und ß. 

Denken wir uns, nachdem diese Ladung beider Belegungen 
zu einem gemeinsamen Potentialniveau stattgefunden hat, zwischen 
beiden Belegungen eine leitende Verbindung hergestellt, z. B. mit- 
telst eines durch die isoUrende Schicht hindurchgehenden sehr 
dünnen Drahtes, so wird dadurch in der Vertheilung der Electri- 
cität und im Potentialniveau keine Aenderung veranlasst werden. 
Denken wir uns femer, dass die Metallplatten, welche die Bele- 
gungen bilden, einander mehr und mehr genähert werden, so dass 
sie endUch zur Berührung kommen, und zusammen als eine ein- 
fache Metallplatte von der Form einer der Belegungen zu betrach- 
ten sind, so wird auch dadurch das gemeinsame Potentialniveau 
sich nur um eine Grösse ändern können, welche im Verhältnisse 

zum ursprünglichen Werthe 1 von der Ordnung -7= ist, d. h. von 

y s 

der Ordnung des Verhältnisses, in welchem der Abstand der Plat- 
ten von einander zu ihren Dimensionen steht. Sollte das Poten- 
tialniveau bei der Annäherung bis zur Berührung ungeändert 
gleich 1 erhalten werden, so würde dazu eine kleine Aenderung 
der gesammten Electricitätsmenge cc -\- ß erforderlich sein, welche 

Aenderung aber im Verhältnisse zum ursprünglichen Werthe eben- 

c 
falls nur von der Ordnung -7= sein würde. Da nun aber die 

Grösse a -{- ß selbst schon gegen die Grösse a klein ist, indem 
ihr Ausdruck nicht, wie derjenige von a, den Abstand c im Nen- 
ner hat, so wollen wir eine Aenderung, die im Verhältnisse zum 

ganzen Werthe von cc 4- ß von der Ordnung 3-7= ist, vernach- 

y s 

lässigen, und uns mit dem folgenden angenäherten Satze begnügen: 
DenJct man sich , dass nur Eine der beiden Belegungen vorhanden 



Gleichungen für Leidener Flaschen. 59 

wäre^ so ist a '\' ß angenähert gleich der Eledricitätsmenge^ welche 
man dieser einen Belegung mittheilen müsste^ um sie bis zum P(h 
tenticdniveau 1 zu laden. 

Hierdurch ist die Summe der beiden Coefficienten a und /), 
wenn auch nicht wirkhch bestimmt, so doch auf einen einfache- 
ren Fall zurückgeführt, aus dem man selbst danu, wenn man die 
weitere Rechnung nicht ausfuhrt , schon eine Vorstellung von der 
Art der Grösse, um die es sich handelt, gewinnen kann« 

Was nun noch das Verhältniss der beiden einzelnen Coeffi- 
cienten a und ß zu einander anbetri£Ft, so hängt dieses vorzugs- 
weise davon ab , wie die Belegungen gekrünmit sind. Sind beide 
Belegungen eben, wie bei einer Franklin 'sehen Tafel, und neh- 
men wir dazu noch an, dass sie vollkommen gleich gross sind, und 
dass die beiden Ränder sich überall senkrecht gegenüberstehen, 
so sind die beiden Coefficienten a und ß unter einander gleich. 
Für den noch specielleren Fall, dass die Belegungen kreisförmig 
sind, haben a und /}, wie man aus (28) ersieht, den gemeinsamen 

Werth — , worin a den Radius des Kreises bedeutet. Sind die Be- 

leguDgen so gekrümmt, dass die eine die andere ganz umschliesst, 
so ist der auf die innere Belegung bezügliche Coefficient a gleich 
Null, und der auf die äussere Belegung bezügliche Coefficient ß 
tat den ganzen Werth , welcher vorher für die Sunmie beider be- 
stimmt wurde. Für die in §. 4 behandelte Kugelflasche hat /J, wie 
man aus den Gleichungen (25) ersieht, den Werth a -f- c -f- y, 
worin a den Radius der inneren Grenzfläche der Glaskugel , c die 
Dicke des Glases und y die Dicke der äusseren Belegung bedeu- 
tet. Wenn endlich, wie es bei gewöhnlichen Leidener Flaschen der 
Fall ist, eine Belegung die andere zwar theilweise, aber nicht voll- 
ständig umschHesst, so ist aus der Vergleichung mit den beiden 
vorigen Fällen leicht ersichtlich, dass der auf die innere Belegung 
bezügUche Coefficient a kleiner sein muss , als der auf die äussere 
Belegung bezügUche Coefficient ß. 



§. 8. Bequeme Form der Gleichungen. 

Wir kehren nun zu den Gleichungen (30) zurück. Für den 
Coefficienten a setzen wir den in (37) gegebenen Ausdruck, worin 
wir aber statt Cm einfach c schreiben wollen, indem wir im Fol- 
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genden unter c die durch Gleichung (34) bestimmte mittlere Glas- 
dicke verstehen. Die beiden anderen Coefficienten a und ß behal- 
ten wir unverändert bei. Dann lauten die für eine geladene Lei- 
dener Flasche geltenden Gleichungen : 



(38) 



^=4^(^ + *^(^"" <^) + «^ 



N = 



^TCC 



(l + 8){G-F)-\-ß G. 



(39) 



Zur Abkürzung wollen wir noch setzen : 

43rc 



X 



1 + d' 



woraus sich ergiebt, dass die neu eingeführte Grösse x vorzugs- 
weise von der Glasdicke abhängt, und angenähert gleich ine ist. 
Dadurch nehmen die Gleichungen folgende etwas einfachere Ge- 
stalt an: 



(40) 



M= — {F— G) + uF 
N = ^(G-F)-^ßG. 



Bei der Anwendung der Leidener Flaschen ist der gewöhn- 
lichste Fall der, wo die äussere Belegung mit der Erde in leiten- 
der Verbindung steht. In diesem Falle ist G = zu setzen, und 
die Gleichungen gehen dadurch über in : 



(41) 



M=(^ + a)F 



JV = - - F. 

X 



Da es in dem zuletzt genannten Falle bequem- ist, wenn man 
die auf der inneren Belegung befindliche Electricitätsmenge M 
mit dem auf derselben Belegung stattfindenden Werthe F der 
Potentialfunction in mögUchst einfacher Weise vergleichen kann, 
so wollen wir neben dem griechischen Buchstaben x noch den la- 
teinischen Buchstaben Je einführen, dessen Bedeutung durch fol- 
gende Gleichung bestimmt wird: 
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(42) 

woraus folgt: 

(43) * 



8 S , 

ir~ — r «» 
k X ' 



4:3tC 



1 +«7 1 + « + « -j^ 



Dadurch gehen die allgemeinen Gleichungen (40) über in: 



(44) 






und die speciellen Gleichungen (41), welche sich auf den Fall be- 
ziehen, wo die äussere Belegung mit der Erde in leitender Ver- 
bindung steht, gehen über in : 



(45) 






/ = -(f-«)^- 



Mit Hülfe der unter (40) und in veränderter Form unter (43) 
angeführten Gleichungen kann man, wenn von den yier Grössen 
M^N^F und Q irgend zwei gegeben sind, die beiden anderen 
bestinmien. Ebenso kann man in dem speciellen Falle, wo die 
äussere Belegung mit der Erde in leitender Verbindung steht, mit 
Hülfe der unter (41) und in veränderter Form unter (45) ange- 
führten Gleichungen aus jeder der drei Grössen Jf , N und F die 
beiden anderen berechnen. 



ABSCHNITT III. 



Behandlung dieleotrisolier Medien. 

§. 1. Verhalten der isolirenden Zwischenschicht 

Im vorigen Abschnitte ist die Zwischenschicht, welche die bei- 
den Platten eines Condensators oder die beiden Belegungen einer 
Franklin 'sehen Tafel oder Leidener Flasche von einander 
trennt, einfach als vollkommener Isolator betrachtet, dessen elec- 
trischer Zustand sich durch die Einwirkung der auf den Platten 
oder Belegungen befindlichen Electricität nicht ändert, und der 
daher auch keine electrische Gegenwirkung ausüben kann. So ein- 
fach ist die Sache aber in der Wirklichkeit nicht. Schon Faraday 
und nach ihm Wem. Siemens haben beobachtet, dass das elec- 
trische Verhalten eines Condensators bei gleichem Abstände der 
Platten noch wesentlich von der Natur des zwischen den Platten 
befindlichen Isolators abhängt Faraday hat sich daraus sogar 
die Ansicht gebildet , dass die mit Electricität geladenen Platten 
überhaupt nicht direct aus der Entfernung auf einander wirken, 
sondern dass die Wirkung nur durch Vermittelung des dazwischen 
befindlichen Stoffes stattfinden könne, und er hat einen solchen 
Stoff, welcher, ohne die Electricität zu leiten, die von der Electri- 
cität in die Entfernung ausgeübte Wirkung vermittelt, ein Dielec- 
tricum genannt Diesen Namen kann man auch dann beibehal- 
ten, wenn man sich der Faraday 'sehen Ansicht nicht ganz an- 
schliesst, sondern annimmt, dass zwar eine directe Wirkung der 
Electricität in die Entfernung stattfinde, dass diese Wirkung aber 
durch den dazwischen befindlichen Stoff modificirt werde. 

In neuerer Zeit haben Boltzmanni), Wüllner^) u. A. die 
Kenntniss des Verhaltens der isolirenden Stoffe zur Electricität 



1) Sitzungsberichte der Wiener Academie 1873 und 1874. 

2) Wiedemann'ß Ann. Bd. 1, S. 247 (1877). 
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durch ausgezeichnete experimentelle Untersuchungen gefördert, 
nnd es kann nach den Resultaten dieser Untersuchungen kein 
Zweifel darüber bestehen, dass die Wirkung der Electricität 
durch verschiedene isolirende Stoffe hindurch mit sehr verschiede- 
ner Stärke stattfindet. 

Mit der Zustandsänderung, welche das bei einer Leidener 
Flasche als isolirende Zwischenschicht angewandte Glas unter dem 
Einflasse der auf den Belegungen befindlichen Electricitäten erlei- 
det, und wodurch es umgekehrt auch wieder auf diese Electricitä- 
ten wirkt, hängt auch der Rückstand zusanmien, welchen man nach 
der Entladung einer Leidener Flasche beobachtet, und diese Rück- 
standbildung, über welche besonders von R. Kohlrausch werth- 
Tolle messende Untersuchungen angestellt sind i), hat schon mehr- 
fach zur Besprechung des Verhaltens der isolirenden Stoffe Ver- 
anlassung gegeben. 

Alle Untersuchungen über dieses Verhielten werden erheblich 
dadurch erschwert, dass das Glas und die sonst zur Isolation an- 
gewandten Stoffe keine vollkommenen Isolatoren sind. Manche 
Glassorten leiten so stark, dass sie dadurch zur Verwendung für 
Leidener Flaschen ganz unbrauchbar werden , indem die Electri- 
cität von den Belegungen so schnell in das Glas eindringt und 
sicli dort ausgleicht, dass die Ladung sich in kurzer Zeit fast 
vollständig verliert. Andere Glassorten leiten zwar viel weniger, 
aber ganz frei von Leitung sind auch sie nicht Diese, wenn auch 
schwache Leitung und das dadurch ermöglichte Eindringen von 
Electricität in den betreffenden Stoff hat Wirkungen zur Folge, 
welche mit jenen anderen, dem Stoffe als Dielectricum eigenthüm- 
lichen Wirkungen gleichzeitig stattfinden, und natürlich die davon 
abhängigen Erscheinungen complicirter machen, so dass es sehr 
schwer ist, zu unterscheiden, in wie weit die Erscheinungen von 
der einen oder von der anderen Wirkung verursacht werden. 

In der That sind dadurch auch sehr verschiedene Urtheile 
über die betreffenden Erscheinungen veranlasst. Die Rückstand- 
bildung haben manche Autoren ganz aus dem Eindringen der 
Electricität in das Glas erklären wollen; besonders von Bezold, 
welcher werthvoUe Untersuchungen über die Abnahme der dispo- 
iiiblen Ladung bei Leidener Flaschen und Franklin' sehen Ta- 



1) Pogg. Ann., Bd. 91. 
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fein angestellt hat i). Ich glaube aber nicht , dass . es möglich ist, 
aus diesem Umstände die Rückstandbildung genügend zu erklä- 
ren, wenn man nicht etwa, wie es Riemann gethan hat 2), eine 
besondere zwischen dem Glase und der Electricität stattfindende 
Kraft zu Hülfe nehmen will. Riemann macht in dieser Bezie- 
hung die Annahme, dass die ponderablen Körper „nicht dem 
electrisch Werden oder der Annahme von Spannungselectricität, 
sondern dem electrisch Sein oder dem Enthalten von Spannungs- 
* electricität widerstreben." Eine solche Annahme scheint mir aber 
zu fremdartig, um mich ihr anschliessen zu können. 

Wir wollen daher im Folgenden das unvollkommene Isola- 
tionsvermögen als einen Nebenumstand betrachten, welcher gleich- 
zeitig mit den eigentlichen dielectrischen Wirkungen stattfinden 
kann, um dessen Bestimmung es sich aber gegenwärtig nicht han- 
delt. Wir wollen also von den auf diesem Umstände beruhen- 
den Verlusten von Electricität ganz absehen , und nur die dielec- 
trischen Wirkungen der Isolatoren ins Auge fassen. 



§. 2. Mögliche Annahmen über die innere Polarisa- 
tion der Isolatoren. 

Um die dielectrischen Wirkungen der Isolatoren und speciell 
der zwischen den beiden Belegungen befindlichen Zwischenschicht 
zu erklären, scheint es nöthig, anzunehmen, dass durch die Kräfte, 
welche die auf den Belegungen befindlichen Electricitäten auf das 
Innere der Zwischenschicht ausüben, in dieser ein polarer Zustand 
hervorgerufen wird, der dann wieder auf die Belegungen zurück- 
wirken kann. Die Entstehung dieser Polarität kann man sich aber 
noch in verschiedenen Weisen vorstellen. 

Erstens kann man sich denken, dass das Glas, während es im 
Ganzen ein Nichtleiter sei, doch kleine Körperchen enthalte, welche 
etwas leitend seien. In diesen Körperchen trete durch Influenz 
eine Scheidung der Electricitäten ein, wodurch die Körperchen 
nach der Seite der positiv geladenen Belegung negativ electrisch, 
und nach der Seite der negativ geladenen Belegung positiv elec- 
trisch werden. Bei der Bestimmung des electrischen Zustandes, 

1) Pogg. Ann., Bd. 114, 125 und 137. 

2) Amtlicher Bericht über die 31. deutsche Naturforscberversammlung 
im Jahre 1854 und nachgelassene Werke, S. 48 und 345. 
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welchen ein solches leitendes Körpertheilchen annehmen würde, 
moss man natürlich nicht bloss die unmittelbare Wirkung der auf 
den Belegungen befindlichen Electricität in Betracht ziehen , son- 
dern auch die Wirkung, welche die übrigen, gleichfalls electrisch' 
polar gewordenen Körpertheilchen auf das betrachtete Körper- 
theilchen ausüben. 

Zweitens kann man sich vorstellen, die betrefiienden Körper- 
theilchen seien schon im natürlichen Zustande des Glases , bevor 
es noch von Aussen her eine electrische Einwirkung erleidet, elec- 
tiisch polar, aber die Lagerung der Theilchen sei ganz unregel- 
mässig, so dass die positiven und negativen Pole in gleicher Weise 
nach allen Seiten gerichtet seien, und daher eine gemeinsame Wir- 
kung der Theilchen in einem bestimmten Sinne unmöglich sei 
Wenn aber das Glas irgend einer electrischen Kraft unterworfen 
werde, so werden dadurch die Theilchen einigermaassen gerichtet, 
so dass die positiven Pole vorwiegend nach der einen und die 
negativen Pole nach der anderen Seite gekehrt seien, wodurch na- 
türlich eine gemeinsame Wirkung ermöglicht wird. Diese gleich- 
massige Richtung der Theilchen trete um so vollständiger und all- 
gemeiner ein, je stärker die einwirkende electrische Kraft sei. 

Ueber die Kräfte, welche bei dem zuletzt erwähnten Vor- 
gange, nämlich bei der Richtung der vorher unregelmässig gela- 
gerten electrisch polaren Theilchen ins Spiel kommen, kann man 
wiederum zwei verschiedene Annahmen machen. Man kann anneh- 
men, dass die Theilchen durch die Gohäsion in solcher Weise in 
ihrer ursprünglichen Lage festgehalten werden, dass durch eine 
Drehung eines Theilchens eine elastische Gegenkraft entstehe, 
welche das Theilchen wieder in seine ursprüngliche Lage zurück- 
zubringen suche, und dass diese Gegenkraft, wie andere elastische 
Kräfte, ndt der Grösse der Drehung wachse. Oder man kann an- 
nehmen, der Widerstand, den die Gohäsion der Drehung der Theil- 
chen entgegensetzt, sei nur ein passiver Widerstand von der Art 
einer starken Reibung, so dass daraus keine Kraft hervorgehe, 
welche die Theilchen wieder in ihre frühere Lage zurückzubringen 
suche. In diesem Falle würde die einzige Kraft, welche dieses zu 
bewirken suchte, aus der gegenseitigen electrischen Einwirkung 
der gerichteten electrisch polaren Theilchen entstehen. 

Ausser diesen Annahmen ist noch eine andere möglich, welche 
Maxwell gemacht und zu sehr interessanten Schlüssen angewandt 
hat, und von welcher weiter unten noch die Rede sein solL 

ClauBina, mech« Wftrmetheorie. H. 5 
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§. 3. Auswahl einer Hypothese zur mathematischen 

Behandlung. 

Zu einer ganz sicheren Theorie dessen, was im Inneren der 
Zwischenschicht unter dem, Einflüsse der von Aussen wirkenden 
electrischen Kräfte vor sich geht, scheinen mir die bisher vorhan- 
denen Beobachtungsdata noch nicht den nöthigen Grad von Voll- 
ständigkeit und Zuverlässigkeit zu besitzen. Indessen habe ich es 
bei der Bearbeitung der ersten Auflage dieses Buches für nützlich 
gehalten, unter Voraussetzung einer gewissen Hypothese eine 
Rechnung anzustellen, um über die äusseren Wirkungen einer sol- 
chen Polarität eine Vorstellung zu gewinnen. Dazu habe ich die Hy- 
pothese gewählt, dass sich im Inneren der Zwischenschicht Körper- 
chen befinden, welche etwas leitend sind, welche aber von einan- 
der durch nichtleitende Zwischenräume getrennt werden, so dass 
die Electricität sich nur innerhalb der einzelnen Körperchen be- 
wegen, nicht aber vom einen zum anderen übergehen kann. 

Wenn man bei der anderen oben erwähnten Hypothese, dass die 
Körpertheilchen schon im Voraus electrisch polar sind, und durch 
die auf sie wirkende Kraft nur gerichtet werden, die Nebenannahme 
macht, dass bei der Ablenkung der Theilchen aus ihren ursprüng- 
lichen unregelmässigen Lagen eine elastische Gegenkraft entstehe] 
welche der Ablenkung proportional sei, und femer annimmt, dass 
selbst bei den stärksten vorkommenden Kräften die entstehenden 
Ablenkungen im Verhältniss zu denen, welche stattfinden müssten, 
wenn die Theilchen ganz gleichmässig gerichtet werden sollten, 
immer nur sehr klein bleiben , so kann man die Ergebnisse der 
ersten Hypothese auch für die zweite Hypothese als gültig ansehen. 
Wenn man dagegen bei dieser zweiten Hypothese annehmen wollte, 
dass der Widerstand, welchen die Cohäsion der Drehung der Theil- 
chen darbietet, nur von- der Art einer starken Reibung sei, so dass 
aus ihm keine zurückdrehende Kraft erwachsen könne , und dass 
denmach die einzige Kraft, welche die Theilchen wieder in die un- 
regelmässigen Lagen zu bringen suche, diejenige sei, welche durch 
die gegenseitige electrische Einwirkung der electrisch polaren 
Theilchen bedingt ist, so müsste man die mathematische Behand- 
lung in etwas anderer Weise ausführen. 

Die vorher genannte, von mir zur mathematischen Behand- 
limg ausgewählte Hypothese ist dieselbe, wie die, welche Poisson 
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und Green für die mathematische Behandlung des Magnetismus 
ausgewählt haben, und wir können daher, wenn wir alles, was 
dort von nord- und sQdmagnetischem Fluidum gesagt ist, auf 
positive und negative Electricität anwenden, die von jenen Mathe- 
matikern schon entwickelten Fundamentalgleichungen auch fiir 
unsere Bestimmungen benutzen« Aus diesem Grunde wird es 
zweckmässig sein, das WesentUchste jener Entwickelungen hier 
erst kurz mitzutheilen« 



§. 4. Ableitung der Poisson'schen Fundamental- 
gleichungen. 

Wenn die im Inneren des Dielectricums als vorhanden ange- 
nonmienen und als sehr klein vorausgesetzten leitenden Körper- 
chen durch Influenz electrisch geworden und somit an ihrer Ober- 
fläche mit einer theils positiven, theils negativen electrischen 
Schicht bedeckt sind, so kann man die äussere Potentialfunction 
eines solchen Körperchens folgendermaassen bestinmien. 

Im Inneren des Körperchens sei ein Punct p mit den Coordi- 
naten x^ y, angenommen , z. B. der Schwerpunct des von dem 
Körperchen eingenommenen Raumes , und die Coordinaten eines 
Oberflächenpimctes seien dann mit a;-|-|, y4"fl?^4"5 bezeich- 
net Betrachten wir dann einen ausserhalb des Körperchens lie- 
genden Punct jp' mit den Coordinaten a/, y*, e' und bezeichnen sei- 
nen Abstand vom Puncte p mit r und seinen Abstand von jenem 
Oberflächenpuncte mit ri, so können wir unter Vernachlässigung 
der Glieder höherer Ordnungen setzen: 

Sei nun bei jenem Oberflächenpuncte ein Flächenelement dfo ge- 
nommen und die darauf befindliche Electricitätsmenge mit hdfo 
bezeichnet, und sei für die Potentialfunction des Körperchens der 
Buchstabe u gewählt und ihr Werth im Puncte p' mit u' bezeich- 
net, so ist zu setzen: 

hdci) 



..=/: 



ri 

worin die Integration über die ganze Oberfläche des kleinen Kör- 

6* 
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perchens auszuführen ist. Substituiren wir hierin für — den obi- 
gen Ausdruck, so kommt: 



ei 



+ ä7/s* 



den. 



Das erste hierin an der rechten Seite stehende Integral ist Null, 
weil die durch Influenz über die Oberfläche des Körperchens ver- 
theilte Electricität in der Weise aus positiven und negativen Men- 
gen bestehen muss, dass die Summe den Werth Null hat. Für die 
drei anderen Integrale, welche die electrischen Momente des 
Körperchens darstellen, mögen besondere Zeichen eingeführt wer- 
den, nämlich: 

(1) a= /fÄdo; 6 = / ijAdo; c = j thdon^ 
dann geht die vorige Gleichung über in: 

ai ai ai - 

(2) u' = ^a + ^l> + ^c 

Denken wir uns nun an der Stelle, wo das betrachtete Kör- 
perchen sich befindet, ein Raumelement dr des Dielectricums ge- 
nommen, so können wir dessen Potentialfunction folgendermaassea 
ausdrücken. Die Anzahl der in dr enthaltenen leitenden Körper- 
chen werde durch Ndt dargestellt Wenn diese Körperchen in 
Bezug auf Grösse, Gestalt und Orientirung ihrer Hauptdimensio« 
nen unter einander verschieden sind, und daher die Grössen a,i 
und c bei ihnen ungleiche Werthe haben, so sollen unter Oi, k 
und Ci die Mittelwerthe verstanden werden. Dann ist die Poten- 
tialfunction des Raumelementes : 

gl ai 8« 

gj«i+g^&i + -g7Cx;2^dr 

und wenn man zur Vereinfachung setzt : 

(3) u = Nai\ ß = Nbi; Y = Nc 
so kommt: 
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dx ^ dy '^ ^ ds 



7 y) ^'' 



^=/(w« 



Diesen Ansdrack hat man über den vom Dielectricum eingenom- 
menen Raum zu integriren , um die Potentialf unction des ganzen, 
im polaren Zustande befindlichen Dielectricimis zu erhalten« Zur 
Bezeichnung dieser Potentialfunction möge der Buchstabe 1/ ge- 
wählt und ihr Werth beim Puncte p' mit den üoordinaten xf, y\ sl 
mit IP bezeichnet werden, dann lautet die betreffende Gleichung : 

al ai 

Es konmit nun weiter darauf an, die Grössen a, /), y zu be- 
stimmen, wozu wir zunächst die Grössen o, &, c, welche die electri- 
Bchen Momente eines einzelnen Körperchens darstellen, betrachten 
müssen. Da diese Momente von der Kraft , unter der das Körper- 
chen steht, hervorgerufen werden, so müssen sie zu den Compo- 
nenten dieser Kraft, welche wir mit X. Y, Z bezeichnen wollen, 
in bestimmter Beziehung stehen. Da diese Beziehung von der 
Grösse, Gestalt imd Orientirung des. Körperchens abhängt, so 
. braucht sie nicht ganz einfach zu sein, indessen ist so viel leicht 
I zu erkennen, dass, wenn die Kraftcomponenten alle drei in glei- 
) chem Verhältnisse wachsen würden, dann auch die Grössen a, 6, c 
' iin demselben Verhältnisse wachsen müssten, woraus folgt, dass 
jede dieser drei Grössen eine homogene Function ersten Grades 
" ^on X, y, Z sein muss , und dass somit für die erste derselben 
^^ folgende Gleichung gebildet werden kann: 

a = eX-\-fT+gZ, 

^:^^vorin die Coefficienten e^ f, g von der Kraft unabhängig sind, 
^tc: Bieraus kann man, gemäss den Gleichungen (3), sofort auch fol- 
i: gende Gleichtmg bilden: 

a = N(e^X-^AY+g,Z% 

worin «i, /j, //j, die auf die verschiedenen nahe bei einander liegen- 
flen Körperchen bezüglichen Mittelwerthe von 6, /, g bedeuten. 

Nun muss man aber für einen isotropen Stoff annehmen, dass 
äie Körperchen, wenn sie nicht selbst schon eine nach allen Rich- 
hmgen gleiche Form, also die Kugelform, haben, so verschieden 
orientirt sind, dass für jedes Körperchen jede Richtung gleich 



1*:. 



:^ 
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wahrscheinlich ist. Daraus folgt , dass die auf die aj-Bichtung be- 
züglichen Momente, welche eine nach der y-Kichtung wirkende 
Kraft in den verschiedenen Körpern hervorrufen kann, den Mittel- 
werth Null haben muss, da positive und negative Momente gleich 
wahrscheinlich sind, und es ist daher zu setzen :/i = 0. Dasselbe 
gilt von einer nach der jer-Eichtung wirkenden Kraft, woraus folgt 
jfj = 0. Es bleibt also in der vorigen Gleichung in der Klam- 
mer nur das erste Glied übrig, und wenn wir noch für das 
Product Nei das einfachere Zeichen ri einführen, so lautet die 
Gleichung : 

(5) a = 1? X 

In ganz entsprechender Weise ist für einen isotropen Stoff auch 
zu setzen: 

(5a) ß=^nY'. y = vZ. 

Was nun die Kraft anbetrifft, durch welche die Körperchen 
electrisch polar gemacht werden, und deren Componenten vnr mit 
X, F, Z bezeichnet haben, so wird diese zum Theil von solcher 
Electricität, die nicht zum Dielectricum gehört, und sich irgendwo 
befinden kann, zum Theil vom Dielectricum selbst ausgeübt. 

Die Componenten des ersten Thelles der Kraft lassen sich, 
wenn V die Potentialfunction der nicht zum Dielectricum gehören- 
den Electricität bedeutet, einfach durch 

_dr _dr _dr 

dx' 8y' de 

darstellen. 

Um femer die Componenten des zweiten Theiles der Kraft, 
also die Componenten der von dem umgebenden Dielectricum selbst 
auf das Körperchen ausgeübten Kraft auszudrücken, müssen wir 
unser Augenmerk wieder auf die oben betrachtete Potentialfunc- 
tion des Dielectricums richten. Da es sich hierbei um denjenigen 
Werth handelt, welchen die Potentialfunction im Puncte (Xy j/, z) 
hat, so wollen wir in der Gleichung (4), welche die Potentialfunc- 
tion des Dielectricums im Puncte (a?', y, i^) bestimmt, die accen- 
tuirten und unaccentuirten Coordinaten unter einander vertau- 
schen, indem wir dem Raumelemente dr die Coordinaten a?', y*, ^ 
zuschreiben und die Coordinaten des Punctes, für welchen die 
Potentialfunction bestimmt wird, mit a?, y, bezeichnen. Dem ent- 
sprechend inüssen wir dann auch für die Potentialfunction das 
Zeichen U statt IT und für die an der rechten Seite stehenden 
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Coefficienten, welche zum Raumelemente dt gehören, die Zeichen 
o', ß\ / statt a^ ßy y anwenden. Die Gleichung lautet dann: 



(6) 






Deber die Art, wie aus dieser Potentialfunction die betreffen- 
den Kraftcomponenten abzuleiten sind, ist aber noch eine beson- 
dere Bemerkung zu machen« Man darf dieselben nicht einfach 

durch 

_dU _dU _dU 
dx' dy' de 

darstellen. Wenn nändich von der Kraft die Rede ist, welche ein 
leitendes Körperchen erleidet, und durch welche eine ungleiche 
Vertheilung seiner Electridtät verursacht wird, so ist darin die 
von der Electricität des Körperchens selbst ausgeübte Kraft nicht 
mit einbegriffen. Man muss daher auch von der Potentialfunction 
des Dielectricums den Theil, welcher von der Electricität des be- 
trachteten Körperchens herrührt, in Abzug bringen« Da der obige 
Ausdruck von U ein Integral nach dem Räume ist, so können wir 
folgende Betrachtung anstellen. Der Raum, welchen das Dielec- 
tricom einnimmt, wird von den leitenden Körperchen, unserer Vor- 
aussetzung nach, nur theilweise ausgefüllt, und der übrige Theil 
besteht aus nichtleitenden Zwischenräumen. Aber man kann sich 
den ganzen Raum in kleine Räume zerlegt denken, deren jeder 
ein leitendes Körperchen enthält und als derjenige Theil des gan- 
zen Raumes gelten kann , welcher diesem Körperchen entspricht 
Stellt man sich nun vor , das Körperchen , für welches die Kraft 
bestinmit werden soll, sei fortgenommen, so bildet der ihm ent- 
sprechende kleine Raum einen Hohlraum in dem Dielectricum und 
die in diesem Hohlräume herrschende Kraft ist die zu bestim- 
mende Kraft. Um die Gomponenten dieser Kraft auszudrücken 
müssen wir für die Potentialfunction, statt des in (6) gegebenen 
Integrals, ein Integral anwenden, welches den kleinen Hohlraum 
nicht mit umfasst. 

Was die Gestalt des Hohlraumes anbetrifft, so kann man sich 
denken , dass in den den verschiedenen leitenden Körperchen ent- 
sprechenden Räumen zufällige Verschiedenheiten , sei es in Bezug 
auf die Gestalt selbst, sei es in Bezug auf die Orientirung ihrer 
Hauptdimensionen vorkommen. Verschiedenheiten dieser Art wür- 
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den für unseren Hohlraum auch Unterschiede der Kraft zur Folge 
haben. Von solchen zufälligen Unterschieden müssen wir aber bei 
unserer Bestimmung, welche sich auf die durchschnittlich 
wirkende Kraft bezieht, absehen, was am einfachsten dadurch ge- 
schehen kann , dass wir den Hohlraum als kugelförmig annehmen. 
Wir denken uns also in dem Dielectricum einen kleinen kugel- 
förmigen Baum abgegrenzt, und bilden die Potentialfunction des 
ausserhalb dieses Baumes befindlichen Dielectricums für irgend 
einen innerhalb des Baumes liegenden Punct (o?, y, z). Indem wir, 
wie bisher, die Potentialfunction des ganzen Dielectricums U nen- 
nen, wollen wir die Potentialfunction des ausserhalb der kleinen 
. Kugel befindlichen Dielectricums mit Di bezeichnen. Dann wer- 
.den die Gomponenten der in Bede stehenden Kraft dargestellt 

durch: 

8?7i düi dUi 

dx' dy ' dz* 

Um nun die Beziehung zwischen Ui und TJ angeben zu können, 
wollen wir noch für die Potentialfunction des in der kleinen Kugel 
befindlichen Dielectricums, zu deren Bestimmung wir das in (6) 
angedeutete Integral über den kleinen kugelförmigen Baum aus- 
zuführen haben, das Zeichen TJq anwenden. Dann können wir 
setzen: 

und es kommt nun nur noch darauf an, die zur Bestimmung von 
Z7o nöthige Bechnung wirklich auszuführen. 

Wenn das in (6) angedeutete Integral sich nur auf den als 
sehr klein vorausgesetzten kugelförmigen Baum erstrecken soll, so 
können wir dabei die Grössen a', ß\ y' als constant betrachten 
und ihnen die bei dem ebenfalls innerhalb der Kugel gelegenen 
Punct (iT, y, z) stattfindenden Werthe zuschreiben, welche wir mit 
a, j3, y bezeichnen. In Folge dessen können wir diese Grössen aus 
dem Integralzeichen herausnehmen und die Gleichung so schreiben: 





(8) Uo = a _, dr + /J / -^dv+y 



Nun ist aber, gemäss der Gleichung 

r = l/(^ - a/)« + (y - yO^ + (^ - ^)^ 
zu setzen : 
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r r_ 

aar' ~ dz' 

nnd wenn dieser Werth in das erste Integral eingefülirt ist, so 
kann man die Differentiation nach x (welche Grösse von der Lage 
des Elementes dt unabhängig ist), auch ausserhalb des Integral- 
zeichens andeuten, und somit setzen: 




dxj 



dt 



Entsprechende Gleichungen gelten für die beiden anderen Goordi- 
natenrichtungen, und dadurch geht die Gleichung (8) über in: 

m TT d rdt ^ d Cdt d rdt 

Das hierin noch Torkommende Integral lässt sich leicht aus- 
führen und kann sogar als bekannt Torausgesetzt werden, indem 
es nichts weiter ist, ds die Potentialfunction einer homogenen Ku- 
gel mit der Dichtigkeit 1 für einen innerhalb der Kugel gelegenen 
Pnnct. Bezeichnen wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Ku- 
gel mit I, 9, ) und ihren Radius mit r, so erhalten wir i): 

^^ = 2 « { t« - H (^ - ö' + (y - 9)' + (^ - %n V 



'■ 



r 
Hieraus folgt weiter: 

dxJ r — 3 ^* ^^'d^J r - 3 ^ 9^' 

und die Gleichung (9) geht daher über in : 

(10) Di = ^ [« {x-i) + ß (y-9) + Y (*-j)], 
und durch Einsetzung dieses Werthes in (7) erhält man : 

(11) U^=U-^ [«(x-t) + ß(y-r)) + y(*-i)]. 

Da in diesem Ausdrucke der Radius t nicht Torkommt, so folgt 



^) Siehe mein Bach, über die Potentialfanction §. 12, Gleichung (34), 
worin A durch r ersetzt und a = gesetzt werden muss. 
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daraus, dass es zur Bestimmung von Ui nicht nöthig ist, die Grösse 
des Raumes, welcher einem einzehien leitenden Körperchen ent- 
spricht, zu kennen. 

Durch Differentiation der vorigen Gleichung erhalten wir: 

IdUi ^dU 

dx 



(12) 



4;r 



dx 

dy " dy 3 ^ 



dUi 
dz 



dU 
d0 



4:Jt 



Kehren wir nun zu den Gleichungen zurück, welche die Com- 
ponenten der ganzen auf das leitende Körperchen wirkenden Kraft 
bestimmen, nämlich: 

dx dx' dy dy' de dz' 

und setzen wir hierin für den letzten Differentialcoefficienten jedes 
Ausdruckes den in (12) gegebenen Werth, so kommt: 

8(74- t7) 4« 

dx ^ s 



(13) 



djV+U) 4« 
-"- 8y ^ 3 »^ 

8(F+tO ■ 4« 
^ — de ^ 3 ^' 



Diese Ausdrucke der Eraftcomponenten haben vir auf die 
Gleichungen (5) und (5 a) anzuwenden. Die Gleichung (5) geht 
dadurch über in: 



«=n — 8^ — +TV' 



woraus folgt: 
(14) 



a = — 



V 



4jr 
l--3-^ 



a(r+ CO 



Hierin wollen wir noch ein vereinfachendes Zeichen einführen, 
indem vrir setzen: 



(15) 



E = 



4:r 



V 
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Bflden wir dann zugleich auch die entsprechenden Gleichungen 
für die beiden anderen C!oordinatenrichtungen, so erhalten wir: 

dx 



(16) 



^--^—^ 




Nachdem wir so die Grössen ct^ ßj y bestimmt haben, können 
wii ihre Werthe in die Gleichung (4) einsetzen und erhalten da- 
durch: 

{n)ü--j E\ — ^ — ^ + — ^ — -^ 

T de dg 

Wenden wir hierin zur Abkürzung das in Abschnitt L, §.11 ein- 
geführte Summenzeichen an, so können wir schreiben: 

Dieses ist die zur Bestimmung der Potentialfunction U des Dielec- 
triciuns dienende Gleichung, wie sie aus den Poisson'schen und 
den damit übereinstimmenden Green' sehen Untersuchungen über 
Magnetismus hervorgeht. 

Was die hierin vorkommende Grösse E anbetrifft, so kann ihr 
Werth, je nach der Natur des Dielectricums, zwischen und oo 
variiren. Der Werth gilt für Stoffe, die durch und durch nicht- 
leitend sind, und daher durch Influenz keine electrische Polarität 
annehmen können, und der Werth oo für solche, die durch imd 
durch leitend sind. Bei solchen Stoffen, die, wie wir für ein Dielec- 
tricmn angenommen haben, zum Theil aus leitenden Eörperchen, 
ZTun Theil aus nichtleitenden Zwischenräumen bestehen, lässt sich, 
wenigstens für den Fall, wo die Körperchen als kugelförmig vor- 
ausgesetzt werden, eine bestimmte Beziehung zwischen den mit ri 
lind E bezeichneten Grössen und dem von den leitenden Körper- 
chen erfüllten Baume ableiten. Wird nämlich dieser Baum als 
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Bruchtheil des gaBzen Ton dem Dielectricum eingenommenen 
RaumeB mit g bezeichnet, so gilt für 17 die Gleichung : 

(18) 1, = ^ ^, 

und daraus ergiebt sich nach (15) für E die Gleichung: 

(19) JE = _1^. 



§. 5. Veränderte Formen der gewonnenen 

Gleichung. 

Man kann die im vorigen Paragraphen gewonnene Gleichung 
(17) in verschiedenen Weisen umformen. 

Betrachtet man von den in der Klammer stehenden Gliedern 
zunächst nur das erste, so kann man setzen : 

(20)£ ^^^+^ !^=A(^g 8(^+t7) V lj^/^ 8(F-fF )- 
^^ dx dx dx\r dx ) rdx\ dx 

Dieser Ausdruck muss mit dt multiplicirt und über den ganzen 
vom Dielectricum eingenommenen Raum integrirt werden. Ersetzt 
man dabei dt durch dx dy da^ so lässt sich beim ersten an der 
rechten Seite stehenden GUede die Integration nach x ausführeQ, 
nämlich: 



-ir-^^^)]^"" 



worin die Indices 1 und 2 andeuten sollen, dass von dem in der 
Klammer stehenden Ausdrucke die Werthe zu nehmen sind, welche 
an den Stellen stattfinden, wo eine der x-Axe parallele Gerade, 
deren andere Coordinaten y und sind, die Oberfläche des Dielec- 
tricums schneidet Sollte diese Gerade die Oberfläche mehr als 
zweimal schneiden, was dann jedenfalls eine gerade Anzahl von 
Malen stattfinden müsste, so wären an der rechten Seite dem ent- 
sprechend mehr Glieder zu setzen. 

Es möge nun an der durch den Index 1 angedeuteten Stelle 
das Flächenelement, welches ein längs jener Geraden gedachtes 
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unendlich schmales Prisma mit dem Querschnitte df de aus der 
Oberfläche des Dielectricums ausschneidet, mit d&i bezeichnet 
werden, dann hat man: 

dy de = cos Idoiy 

worin A den Winkel der auf d €9i nach Innen zu errichteten Nor- 
male mit der x-Axe bedeutet Nun kann man aber, wenn man 
die Nonnale mit tii bezeichnet, schreiben: 

dx 
cosl = ^. 

wodurch die vorige Gleichung übergeht in: 

dyde = ^ do,. 

Für die durch den Index 2 angedeutete Stelle, an welcher die 
positive a:- Richtung. Yon der Fläche aus nicht nach Innen, son- 
dern nach Aussen geht, lautet die entsprechende Gleichung : 

dydß = — 5 — do,. 
Durch Einsetzung dieser Werthe geht die Gleichung (21) über in: 

worin an der rechten Seite die Integration über die ganze Ober- 
fläche des Dielectricums auszufuhren ist. 

Kehren wir nun zur Gleichung (20) zurück, welche mit dt 
zu multipliciren und dann zu integriren ist, so erhalten wir daraus 
durch Einsetzung des vorstehenden Werthes die folgende Glei- 
chung: 

dx dx J r dx dn 




-nu'^'-'^^y- 



Eben solche Gleichungen gelten für die y- und jer- Richtung. 
Wenn man von diesen drei Gleichungen die Summe bildet, und in 
der dadurch entstehenden Gleichung die Vorzeichen umkehrt, so 
ist die linke Seite gemäss (17) gleich Ü\ An der rechten Seite 
können wir unter dem ersten Integralzeichen setzen: 
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8(F+P) dx . 8(^4- ?7) dy . d(V+ü) d£ ^ 8(F+ P) 
dx 8n •" dy 8n ' dz dn dn ' 

und unter dem zweiten Integralzeichen können wir die betref- 
fende Summe durch Anwendung des Summenzeichens andeuten, 
und erhalten dadurch : 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass man die Potential- 
function des Dielectricums betrachten kann als die Potential- 
function einer Electricitätsmenge , die sich theils auf der Ober- 
fläche des Dielectricums befindet, theüs durch den von dem Dielec- 
tricum erfüllten Baum stetig verbreitet ist, und welche dort die 
Oberflächendichtigkeit 

dn ' 
hier die Raumdichtigkeit 

V» 8 /p 8(F+ ü) \ 

^dx \ dx ) 

hat. 

Da sich nun andererseits für die in jener Weise angeordnete 
Electricität, von welcher TJ als die Potentialfunction zu betrachten 
ist, die Oberflächendichtigkeit durch 






und die Eaumdichtigkeit durch 

darstellen lässt, so erhält man die Gleichungen : 

Wenn das Dielectricum homogen und somit E constant ist, 
Tereinfacht sich die letzte Gleichung in: 

(25) ^IU= - AnE ^ ^'(^+ ^ = - ixEJ (7+ ü), 

welcher Gleichung man auch folgende Form geben kann: 
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(25a) JU= ^^^ ^r. 

Wenn femer noch vorausgesetzt wird, dass die nicht zum 
Dielectricum gehörende Electridtät, von welcher Fdie Potential- 
fonction ist, sich ganz ausserhalb des Dielectricums befinde, so ist 
im Dielectricum überall ^/ F = und somit auch ^U=: 0. Un- 
ter diesen Voraussetzungen nimmt die Gleichung (22) folgende 
einfache Form an: 

(26) ü' = Ea'^\+^da,. 

J r dn 

Eine andere Umformung der Gleichung (17) kann dadurch 
bewirkt werden, dass man setzt: 



^^^^i=Äk+^ä]-(-+^fe(4). 



Wenn man mit dieser Gleichung ebenso verfahrt, wie oben mit 
der Gleichung (20), so erhält man : 



oder anders geschrieben : 

8- 



(il) Tr= I B(y-l(-U)-^da-\- I E(r-\-U)Jjdt 




i'^^-^J ' 



Hierin lässt sich das Integral 






/ 



Ä(F+ U)/I^dt 



sofort näher bestimmen. Wenn der Punct (a/, y\ s/\ von welchem 
aus der Abstand r gemessen wird, und für welchen der Werth 
von TJ mit U bezeichnet ist, sich ausserhalb des Dielectricums be- 
findet, so ist 2^ — = 0, und dadurch wird auch das Integral Null 

Wenn dagegen jener Punct sich innerhalb des Dielectricums be- 
findet, so ist 

fE{V-\- tO ^ y dt = - 43rJE'(P + U') 
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worin E'(V'-j- TT') den Werth von £(F+ ü) am Puncte («'.j/',«') 
bedeuten soll ^). Demnach lautet die Gleichung (27) für einen 
ausserhalb des Dielectricums liegenden Punct: 

(28) ü'= l E{V-\-V)-Ldm 



iV+U) 





und für einen innerhalb des Dielectricums liegenden Punct: 
(28a) U = — AnE'{r^V')-\- / JS(F+ ?7) -^ d© 






Wenn das Dielectricum homogen und somit E constant ist, so 
erhält man für einen ausserhalb desselben liegenden Punct: 

r «- 

(29) ü' = El(V+U)^d<o 

und für einen innerhalb desselben liegenden Punct: 

r «^ 

(29a) U = ^4.7tE(r'-j-U') + E I (V -{- U) ^ d(o. 



§.6. Anwendung der gewonnenen Gleichungen aufFrank- 
lin'sche Tafeln und Leidener Flaschen. 

Die Gleichung (29) habe ich in meinem 1867 veröffentlichten 
Artikel >) angewandt, um die Beziehung zwischen den auf den Be- 
legungen einer Franklin^ sehen Tafel oder Leidener Flasche 
befindlichen Electricitätsmengen und der dadurch entstehenden 



1) Siehe mein Buch: „Die Potentialfanction und das Potential^ §. 41, 
Gleichung (149). 

^) Meine Abhandlungensammlung Bd. II, Zusatz zu Abhandlung X. 
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PotentiaLolveaudifferenz zu bestimmen, und ich will diese Rech- 
nungen hier ebenfalls mittheilen. 

Der Einfachheit wegen möge zunächst eine Frankli nasche 
Tafel mit kreisförmigen Belegungen angenommen werden. 
Die planparallele Glasplatte, welche die beiden Belegungen von 
einander trennt, ist der zu betrachtende Körper; wir brauchen 
aber nicht die ganze Glasplatte zu betrachten , sondern können 
die Betrachtung auf das kreisförmige Stück derselben, welches ge- 
rade zwischen den Belegungen liegt, beschränken, indem der über 
die Belegungen hinausragende Theil, welcher den freien Rand bil- 
det, durch die Ladung der Belegungen jedenfalls nur eine sehr 
geringe Aenderung seines inneren Zustandes erleiden, und daher 
auch nur sehr wenig dazu beitragen kann, den Werth der Poten- 
tialfanction TJ zu ändern. Der Körper, über dessen Oberfläche 
die Integration ausgeführt werden muss , ist also ein sehr flacher 
Cylinder mit kreisförmigen Grundflächen. 

Den Punct p\ für welchen der mit Z7' bezeichnete Werth von 
V zunächst bestimmt werden soll, wollen wir folgendermaassen 
wählen. Auf der einen Kreisfläche , auf welcher die Belegung A 
sich befindet, denken wir uns im Mittelpuncte eine nach Aussen 
gehende Normale errichtet. In dieser Normale soll p* liegen , und 
zwar so nahe an der Kreisfläche , dass der Abstand von derselben 
gegen die Dimensionen der Platte als verschwindend klein anzu- 
sehen ist. Wir wollen den so bestimmten Punct p' kurz die Mitte 
der Belegung A nennen. 

Um nun die in der Gleichung (29) vorgeschriebene, auf die 
Oberfläche des flachen Glascylinders bezügUche Integration ' aus- 
zuführen, können wir die Oberfläche in drei Theile theilen, 1) die 
Kreisfläche, welche mit der Belegung A bedeckt ist, 2) die gegen- 
überliegende Kreisfläche, welche mit der Belegung B bedeckt ist, 
3j die Gylinderfläche, welche die Umfange der beiden Kreisflächen 
verbindet. 

Für die beiden Kreisflächen ist die Integration sehr leicht 
ausführbar, weil auf jeder der Belegungen die durch die Sunmie 
y -\- IJ dargestellte gesanmite Potentialfunction einen Constanten 
Werth haben muss. 

Um für die erste, mit der Belegung A bedeckte Kreisfläche 
die Rechnung anzustellen, wollen wir uns vorläufig den Punct p' 
nicht in unmittelbarer Nähe der Fläche denken, sondern wollen 
annehmen, er liege in der im Mittelpuncte nach Aussen hin errich- 

ClausiuB, mech. Wftrmetheorie. II. ^ 
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teten Normale um eine beliebige Strecke l von der Fläche ent- 
fernt. Nun denken wir uns an irgend einem anderen Puncte der 
Kreisfläche, welcher um die Strecke q vom Mittelpuncte entfernt 
ist, auf der Fläche eine in das Glas hineingehende Normale von 
der Länge n errichtet. Wenn dann r die Entfernung des End- 
punctes dieser Normale vom Puncte |)' bedeutet, so hat man: 



r = y p3 + (Z + n)K 
Hieraus ergiebt sich: 



(i)_ 



l -^ n 



Setzt man hierin, wie es sein muss, wenn der Differentialcoefficient 
sich auf die Oberfläche des Glases beziehen soll, w = 0, so kommt: 



(7) 



l 



dn (^2 _|_ py/^ 

Bezeichnen wir nun noch den constanten Werth, welchen die 
Summe V -^ ü auf dieser Kreisfläche hat, mit JE", und nennen 
den Radius des Kreises a, so ist der auf diese Kreisfläche bezüg- 
liche Theil des Integrales , welcher von dem ganzen Integrale da- 
durch unterschieden werden soU, dass das unter dem Integral- 
zeichen stehende Flächenelement d(o mit dem Index 1 versehen 
wird: 



J (V+U)'-i^d., = -2nKj 



Igdg 



(92 + pyh 



= -27cKll ^ 



(l l ] 

\ V a2 -I- p) 



Nehmen wir nun endlich dem Obigen entsprechend an, der Punct 
p', welchen wir uns vorläufig in einer beliebigen Entfernung l von 
der Fläche gelegen dachten , liege so nahe an der Fläche , dass / 
gegen die Dimensionen der Platte als verschwindend klein anzu- 
sehen sei, so geht die vorige Gleichung über in: 




(7) 



(30) / ( K + ?7) -^ c?«! = — 2jrif. 
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Wir wollen nun in entsprechender Weise den Theil des Inte- 
grales, welcher sich auf die gegenüberliegende mit der Belegung 
B bedeckte Kreisfläche bezieht, bilden, wobei wir den Punct p' von 
vornherein als dicht an der ersten Kreisfläche liegend annehmen 
wollen. Denken wir uns in einem Puncte der zweiten Kreisfläche, 
welcher von ihrem Mittelpuncte um die Strecke q entfernt ist, auf 
der Fläche eine Normale von der Länge n in das Glas hinein er- 
richtet, so erhalten wir, wenn r die Entfernung des £ndpunctes 
der Normale vom Puncte p* bedeutet, und der Abstand der beiden 
Kreisflächen von einander mit c bezeichnet wird, die Gleichung : 

woraus folgt: 



(I) 



c — n 



8n "" [9« + (c — n)^]»/.' 

oder, wenn wir in diesem Ausdrucke , um ihn auf die Kreisfläche 
selbst zu beziehen, n = setzen: 



(v) 



dn (q^ + c3)% 

Der constante Werth, welchen die Summe F-f- t7auf dieser 
Kreisfläche hat, sei mit JEi bezeichnet, dann erhält man für den 
zweiten Theil des Integrales, welcher dadurch von dem ganzen 
Integrale unterschieden werden soll, dass dca mit dem Index 2 ver- 
sehen wird, den Ausdruck: 




V^/ j 01^/ cgdg 



= 2nKi (1 — -7=£ ^V 



c 
Denkt man sich diesen Ausdruck nach Potenzen von -— entwickelt 

a 

und vernachlässigt die Glieder von höherer als erster Ordnung, so 
kommt: 

(31) J (V+V)-^d^,= 2»jr, (1 - ^)- 

6* 
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Nun muss endlich noch die Cylinderfläche , welche die Kreis- 
umfänge verbindet, betrachtet werden. An irgend einer Stelle 
dieser Cylinderfläche, welche vom Umfange des ersten Kreises um 
die Strecke z entfernt ist, denke man sich eine nach innen ge- 
hende Normale von der Länge n errichtet, dann ist die Entfernung 
r des Endpunctes dieser Normale von unserem Puncte p* bestimmt 
durch die Gleichung: 



und daraus 


folgt: 
wir hi( 


r-V(a- 

K7) 


- ny + z^ 

t 

a — n 


oder, wenn 


dn [(a - 
3rin wieder n — 

Kl) 


- ny -f- iff2]% 
setzen: 

a 



dn (a2 + ^2)»/« 

Der Werth der Summe F -j- £^ ist auf der Cylinderfläche 
nicht überall gleich, sondern ändert sich in der vom einen Kreis- 
umfange zum anderen gehenden Richtung. Wenn der Abstand c 
der beiden, Kreise gegen ihren Radius a klein ist, so kann man 
mit grosser Annäherung annehmen, dass der Werth der Summe 
V -\- U sich , wenn man in einer die beiden Kreisumfänge verbin- 
denden Seite des Cylinders fortschreitet, gleichmässig ändert, und 
man kann daher für einen Punct, welcher von dem ersten Kreis- 
umfange imi die Strecke entfernt ist, setzen: 

F+ ü = K+ ^'~^ z. 

' c 

Demnach erhält man für den auf die Cylinderfläche bezüglichen 
Theil des Integrales, in welchem d(o mit dem Index 3 versehen 
werden soll: 



y a« + c« L a ^ ^ ' ^ J 

Denkt man sich diesen Ausdruck wieder nach Potenzen von — ent- 



a 
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wickelt, und Temachlässigt die Glieder von höherer als erster Ord- 
nung, so kommt: 




(32) J (V-^-U) ^^d^, = n{K+K,)^. 

Vereinigen wir nun die drei unter (30), (31) und (32) gegebe- 
nen Theile des Integrales, so erhalten wir : 

oder anders geordnet : 




(33) 






Diesen Werth des Integrales haben wir auf die Gleichung (29) 
anzuwenden, wodurch entsteht: 

(34) ü' = 2nE (üTi ^ K) (l — \ -^V 

Hierin wollen wir noch die Bezeichnung ein Wenig ändern. Da 
wir von jetzt an die Potentialfunctionen V und U nur in den Mit- 
ten der beiden Belegungen zu betrachten haben, so wollen wir die 
Werthe, welche die Potentialfunctionen in der Mitte der Belegung 
A haben, einfach mit V und 17, und die Werthe, welche sie in der 
Mitte der Belegung B haben, mit Fi und üi bezeichnen. Dann 
ist zu setzen: 

K = V '\' ü 

und zugleich ist , da der Punct p' sich in der Mitte der Belegung 
A befinden soll, zu setzen : 

U'= U. 

Dadurch geht die Gleichung (34) über in : 

(35) U=2nE{V,^ üi - V- TT) {\ - ^ ^)- 

um die entsprechende Gleichung iiir den Fall, wo der Punct 
p' sich in der Mitte der Belegung B befindet, zu bilden, braucht 
man in der vorigen Gleichung nur die Buchstaben mit und ohne 
Index zu vertauschen, also : 
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(36) Ui = 27cE(V+ U- Fl- C^i)(l-i-^)- 

Subtrahirt man diese beiden Gleichungen von einander, so 
kommt : 

und hieraus ergiebt sich die gesuchte zur Bestimmung der Poten- 
tialniveaudifferenz ü— Ui dienende Gleichung, welche, unter Ver- 
nachlässigung der höheren Glieder, in folgender Form geschrie- 
ben werden kann: 

Von dieser Gleichung woUeii wir im Folgenden Gebrauch machen. 

Zu dem Zwecke ist noch eine Bemerkung nöthig. Die in die- 
ser Gleichung vorkommende Differenz V — Vi hat bei einer ge- 
ladenen Franklin 'sehen Tafel nicht ganz genau denselben Werth, 
welchen man in dem Falle erhalten würde, wenn die beiden Bele- 
gungen mit eben so grossen Electricitätsmengen geladen wären, 
aber das Glas keinen polaren Zustand angenommen hätte. Durch 
diesen Zustand des Glases wird nämlich bewirkt, dass die Electri- 
cität auf den Belegungen eine etwas andere Anordnung annimmt, 
als die, welche sie ohne denselben annehmen würde. Der Unter- 
schied in der Anordnung der Electricität kann aber nur ein selir 
geringer sein. 

Die Electricität auf den Belegungen würde sich nämlich schon 
in dem Falle , wenn das Glas nur einfach als Isolator wirkte, so 
nahe gleichmässig über die ganzen Flächen verbreiten, dass, mit 
Ausnahme der Stellen in unmittelbarer Nähe des Randes, die an 
irgend einer Stelle stattfindende Dichtigkeit von der mittleren 
Dichtigkeit nur um eine Grösse abweichen würde, die im Verhält- 

niss zur ganzen Dichtigkeit von der Ordnung — wäre. Da nun 

der im Glase eintretende polare Zustand nur bewirken kann, dass 
die Electricität auf den Belegungen sich noch gleichmässiger ver- 
breitet , als es ohne diesen Zustand geschehen würde , so können 
die dadurch eintretenden Aenderungen in der Dichtigkeit jeden- 
falls auch nur Grössen von der Ordnung — sein. Die durch diese 

a 

kleinen Aenderungen der Electricitätsvertheilung bewirkte Aende- 
rung der Potentialniveaudifferenz F — Fi kann natürlich auch 
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nur eine Grösse sein, welche^ im Yerhaltniss zu ihrem ganzen Werihe 
von derselben Ordnung, also von der Ordnung ~ ist 

In den yorstehenden Rechnungen haben wir bei den Reihen- 
entwickelungen nach ^ die Glieder erster Ordnung noch berück- 
sichtigt, dagegen die Glieder von höheren Ordnungen vernach- 
lässigt Wenn wir uns aber mit einem geringeren Grade von Ge- 
nauigkeit begnügen, und auch die Glieder erster Ordnung ver- 
nachlässigen wollen , so können wir den in der so vereinfachten 
Gleichung vorkonmienden Werth von V — Vi ohne Weiteres als 
gleichbedeutend betrachten mit demjenigen Werthe, welchen man 
bei denselben Electricitätsmengen ohne den polaren Zustand des 
Glases erhalten würde. 

Von der so vereinfachten Gleichung lässt sich femer sagen, 
dass sie nicht bloss für Franklin' sehe Tafeln mit kreisförmigen 
Belegungen, sondern auch für Franklin' sehe Tafeln mit anders 
gestalteten Belegungen und auch für Leidener Flaschen gilt. Es 
zeigt sich nämlich in den vorstehenden Rechnungen , dass die auf 
den Umfang bezüglichen Glieder, welche allein von der angenom- 

menen Ereisgestalt abhängen, von der Ordnung — sind, und all- 

a 

gemein kann man sagen, dass die von der Gestalt der Belegungen 

abhängigen Glieder von der Ordnung T-r=^ sind, wenn s der Flä- 

' V s 

cheninhalt der Belegungen ist. Was femer die von der Krüm- 
mung der Flächen abhängigen Glieder anbetrifft, so können diese, 
wenn die Krümmungen nicht so stark sind, dass die Krümmungs- 

radien gegen y s klein sind, auch nur von der Ordnung . sein, 

y « 

Es ergiebt sich hieraus, dass man durch Vernachlässigung der 
Glieder von der Ordnung -7= eine Gleichung erhält, welche von 

y s 

der Gestalt und Krümmung der Belegungen unabhängig ist. 
In der so vereinfachten Form lautet die Gleichung (37) : 

(38) jr-I7, = -^i^(F-70. 

An diese Gleichung können wir sofort auch diejenige an- 
schliessen, welche die ganze wirklich stattfindende Potentialniveau- 
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differenz der beiden Belegungen ausdrückt. Die gesammte Poten- 
tialfunction aller getrennten Electricitätsmengen (sowohl der auf 
den Belegungen , als auch der auf den polaren Glastheilchen be- 
findlichen) ist innerhalb der einen Belegung V -{- U und inner- 
halb der anderen Belegung Vi -|- Ui und die zwischen den Bele- 
gungen im Ganzen stattfindende Potentialniveaudifferenz ist somit 
V -\- U — Fl — üi. Diese Grösse erhalten wir, wenn wir an 
beiden Seiten der vorigen Gleichung V — Vi hinzuaddiren. Da- 
durch kommt: 

(39) V+U-V,-U, = j-^(F - F,). 

Diese Gleichung sagt aus, dass die Potentialniveaudifferenz, welche 
bei der Ladung einer Franklin'schen Tafel oder Leidener Flasche 
mit gewissen Electricitätsmengen wirklich eintritt, im Verhältnisse 

^^^ T — ri — ev • ^ kleiner ist, als diejenige Potentialniveaudiffer.enz, 
1 -j- ^tjcht 

welche bei Anwendung derselben Electricitätsmengen eintreten 
würde, wenn das Glas keinen ^polaren Zustand annähme, sondern 
einfach als Isolator wirkte. 

Die beiden vorigen Gleichungen kann man noch in der Weise 
abändern, dass man an der rechten Seite statt der Grösse F— Vi 
eine der betreffenden Electricitätsmengen einführt. Die auf den 
beiden Belegungen befindlichen Electricitätsmengen können bei 
dem jetzt von uns als genügend betrachteten Grade von Genauig- 
keit als den absoluten Werthen nach unter einander gleich ange- 
sehen und daher durch Q und — Q bezeichnet werden. Zur Be- 
stimmung der Grösse Q dient folgende Gleichung, welche der er- 
sten der unter (38) im vorigen Abschnitt stehenden Gleichungen 
entspricht, wenn man darin 8 gegen 1 vernachlässigt und das 
Glied, welches nicht c im Nenner hat, fortlässt: 

Mit Hülfe dieser Gleichung lassen sich die beiden vorigen um- 
formen in : 

(41) ^-^i = --T-- l + 4«£ ^ 

(42) r+E7-F,-f7,=ifi.^^<2. 
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§. 7. Vollständige Gleichungen für die beiden Belegun- 
gen einer Leidener Flasche. 

Nachdem im vorigen Paragraphen die Beziehung zwischen 
der Potentialniveaudifferenz V -{- U — Vi — Ui und den auf den 
Belegungen befindlichen Electricitätsmengen so weit bestimmt ist, 
dass die zwischen den absoluten Werthen dieser beiden Electrici- 
tätsmengen bestehende kleine Differenz vernachlässigt ist^ können 
wir iiuch die vollständigen Ausdrücke der Electricitätsmengen bil- 
den, worin dann freilich einige Constante unbestimmt bleiben, ganz 
den Ausdrücken entsprechend, welche am Schlüsse des vorigen Ab- 
schnittes für den Fall aufgestellt wurden, wo die die Belegungen 
trennende Zwischenschicht nur als einfacher Isolator angenom- 
men ist. 

Bezeichnen wir wieder, wie es dort geschah, die Werthe der 
gesammten Potentialfunction auf der inneren und äusseren Bele- 
gung mit F und G^ indem wir setzen : 

(43) F+ C7= Fund Fi -f C/i = G, 

und bezeichnen wir ferner die auf den beiden Belegungen befind- 
lichen Electricitätsmengen mit M und JY, so müssen zwischen den 
Grössen F^ G, Jf und ^jedenfalls die im vorigen Abschnitte un- 
ter (30) angeführten Gleichungen 

(M=a(F- G)+aF 

N = a{G-F) + ßG 

bestehen.^ Diese Gleichungen gelten nämlich für jede zwei lei- 
tende Körper, in deren Nähe sich noch beliebige andere leitende 
Körper befinden dürfen, welche entweder mit der Erde in leiten- 
der Verbindung stehen, oder, falls sie isolirt sind, keine Electrici- 
tät mitgetheilt erhalten. Die letztere Bedingung, keine Electrici- 
tät mitgetheilt zu erhalten, ist nun für die im Inneren des Glases 
befindlichen leitenden Körpertheilchen erfüllt, und das Vorhanden- 
sein dieser Körpertheilchen kann daher die Gültigkeit der Glei- 
chungen nicht aufheben. 

Was nun die in den Gleichungen vorkommenden Constanten 
anbetrifft, so wurde die Grösse a für eine Leidener Flasche , zwi- 
schen deren Belegungen sich nur ein einfacher Isolator befindet, 
im vorigen Abschnitte durch folgenden Ausdruck dargestellt: 



(44) 
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a = -p^ (1 + d), 

4:7tC ^ ' '^ 

worin S eine Grösse ist, deren Werth nicht für alle Flaschen 
gleich, aber jedenfalls immer gegen die Einheit klein ist. Diesen 
Ausdruck müssen wir nun für den Fall, wo sich zwischen den Be- 
legungen ein Dielectricum befindet, etwas abändern, und zwar 
müssen wir, wie sich ohne Weiteres aus der im vorigen Paragra- 

phen gegebenen Gleichung (42) ersehen lässt, die Grösse 



4äc 



durch -J (1 4- AtcE) ersetzen, während man d einfach als eine 

4:7tC ^ « ^ 

unbestimmte, aber gegen die Einheit kleine Grösse beibehalten 
kann. Der Ausdruck von a nimmt also die nachstehende Form an: 

Demnach erhalten wir für eine Leidener Flasche statt der im vori- 
gen Abschnitte unter (38) gegebenen Gleichungen die folgenden: 



(46) 



M=j^(l 4-4»ß)(l -\-S)(F- G)-\-aF 
N = j±- (1 + ijtE) (1 + ö) (G — 20 + /5 ff. 



Ueber die Bedeutung der Constanten a und ß gilt hier das- 
selbe, was in §. 7 des vorigen Abschnittes gesagt ist. Sie stellen 
nämlich die Electricitätsmengen dar, welche man den beiden Be- 
legungen der Flasche mittheilen müsste, wenn man sie beide 
bis zu dem gemeinsamen Potentialniveau 1 laden 
wollte. 

Um die vorstehenden Gleichungen für die Anwendung beque- 
mer zu machen, wollen wir wieder, wie in §. 8 des vorigen Ab- 
schnittes , ein vereinfachtes Zeichen einführen. Wir wollen näm- 
lich setzen: 

... 4;rc 

^^^^ ^""(1 +4;r^)(l+«)' 

dann lauten die Gleichungen ebenso, wie die dort unter (40) an- 
geführten, nämlich: 



(48) 
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Ferner wollen wir auch hier für die Behandlung des speciel- 
len, aber besonders oft vorkommenden Falles, wo die äussere Be- 
legung mit der Erde in leitender Verbindung steht, und somit 
6^=0 ist, neben dem griechischen Buchstaben x noch den lateini- 
schen Buchstaben k einfuhren, dessen Bedeutung durch die Glei- 
chung 

(49) 



8 S , 



bestimmt wird, woraus sich ergiebt: 

X 



(50) 



h = 



4:JtC 



1 L ^ 

1 + « — 
' S 



(1 +47cE)(l +«) + « 



4^c 

8 



Dadurch nehmen die Gleichungen (48) wieder die im vorigen Ab- 
schnitte und (44) gegebene Form an, nämlich: 



(51) 



M=j(F— G) + aG 



und gehen für den vorher erwähnten Fall, wo G = ist, über in : 



(52) 



M=^F 



,^ = -(¥-«)^- 



Man sieht also, dass die Gleichungen, welche die Beziehun- 
gen zwischen den Grössen F^ G, M und N ausdrücken, für eine 
Leidener Flasche, bei der sich ein Dielectricum zwischen den Be- 
legungen befindet, dieselben Formen haben, wie für eine solche 
Leidener Flasche, bei der sich ein einfacher Isolator zwischen den 
Belegungen befindet, und dass der Unterschied nur in den ver- 
schiedenen Werthen dßr in den Gleichungen vorkommenden Con- 
stanten liegt. 



§. 8. Behandlung der Dielectrica von Helmholtz und 

Maxwell. 



Obwohl für unsere im folgenden Abschnitte zu gebenden An- 
wendungen die vorstehenden Entwickelungen schon ausreichend 
sind, so wird es doch nicht ohne Interesse sein, wenn ich im An- 
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Schlüsse an dieselben auch die von Helmholtz und Maxwell ge- 
gebenen Erweiterungen der auf Dielectrica bezüglichen Gleichun- 
gen mittheile. 

Helmholtz in seiner bekannten schönen Abhandlung über 
die Bewegung der Electricität in ruhenden Leitern i) hat auf die 
Dielectrica ebenfalls die Behandlungsweise angewandt, durch 
welche Poisson das Verhalten magnetischer Körper unter dem 
Einflüsse magnetischer Kräfte abzuleiten gesucht hat. 

Maxwell hat eine ganz neue, nicht bloss auf das Verhalten 
dielectrischer Körper, sondern auf das ganze Wesen der Electri- 
cität bezügliche Ansicht aufgestellt , deren Hauptpuncte er schon 
in einer 1865 erschienenen Abhandlung 2) mitgetheilt und deren 
vollständige Entwickelung er dann in seinem 1873 erschienenen 
wichtigen Werke „ J. Treatise of Electricity and Magnetism^ gege- 
ben hat. 

Maxwell betrachtet die Electricität als ein incompressibles 
Fluidum, welches allen Raum erfüllt. Denkt man sich nun einen 
Körper mit einer ihm noch besonders mitgetheilten Electricitäts- 
menge geladen , so wird dadurch die Electricität des umgebenden 
Mediums nach Aussen geschoben, so dass in jedem Raumtheile 
doch nur eben so viel Electricität vorhanden ist, wie vorher, als 
der Körper noch unelectrisch war. Aber durch die Verschiebung 
der Electricität des Mediums ist eine elastische Gegenkraft ent- 
standen, welche die verschobenen Electricitätstheilchen wieder in 
ihre ursprünglichen Lagen zurückzubringen sucht. Aus dieser 
electrischen Elasticität des Mediums erklärt Maxwell die Kräfte, 
welche electrische Körper auf einander ausüben. Die verschiede- 
nen dielectrischen Medien unterscheiden sich nun nach Maxwell 
dadurch von einander, dass ihre electrischen Elasticitäts- 
coefficienten verschieden sind. 

Trotz dieser Verschiedenheit der Grundvorstellung sind doch 
die Gleichungen, zu welchen Maxwell gelangt, ganz überein- 
stimmend mit den sonst gebräuchlichen, und dieses gilt auch spe- 
ciell von den auf Dielectrica bezüglichen Gleichungen ; nur muss 
man den in den Gleichungen vorkömmenden Grössen die der 
Max well 'sehen Vorstellung entsprechenden Bedeutungen bei- 
legen. 



1) Borchardt's Journal. Bd. 72, 1870. 

2) Philosophical Tranaactions for 1865 p. 459, 
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Eine Hauptgrösse, welche er nach Faraday fA« Specific In- 
duäive Capaciiy of the dieledric medium nennt und mit K bezeich- 
net, definirt er als das Verhältniss der Capacität eines Ansamm- 
lers, welcher als isolirende Zwischenschicht das betreffende Dielec- 
tricam hat, zu der Capacität eines Ansammlers von derselben 
Form und Grösse, welcher aber als isolirende Zwischenschicht Luft 
hat. Hierbei nimmt Maxwell an, dass die Dichtigkeit der Luft 
auf die Capacität des Ansammlers keinen merklichen Einfluss 
habe. Will man diese Annahme, welche nur angenähert richtig 
ist, nicht machen , sondern die kleinen Unterschiede, welche durch 
verschiedene Dichtigkeiten der Luft veranlasst werden können, 
auch noch berücksichtigen, so thut man besser, sich in dem zur 
Vergleichung gewählten Ansammler den Zwischenraum nicht mit 
Luft gefüllt, sondern von aller ponderablen Masse frei und somit 
nur mit Aether gefüllt zu denken. Diese Grösse K steht zu sei- 
nem electrischen Elasticitätscoefificienten, welcher mit p bezeich- 
net werden möge, in folgender Beziehung: 

p 

Um die Beziehung dieser Grösse K zu der im vorigen Para- 
graphen angewandten Grösse E abzuleiten, brauchen wir nur die 
Resultate der dort angestellten Bechnungen mit der von Maxwell 
gegebenen Definition zu vergleichen. Für eine Franklin' sehe 
Tafel oder Leidener Flasche haben wir gemäss (40) und (42) zu 
setzen: 

Hieria stellt V — Fi die Potentialniveaudifferenz dar, welche zwi- 
schen den mit den Electricitätsmengen Q und — Q geladenen Be- 
legungen stattfinden würde, wenn die Zwischenschicht keinen pon- 
derablen Stoff enthielte , und F -f- U — Fi — Z7i die Potential- 
Diveaudifferenz , welche unter Mitwirkung des in der Zwischen- 
schicht enthaltenen ponderablen Stoffes entsteht. Die vor den 
Klammem stehenden Factoren bedeuten also die den beiden Fäl- 
len entsprechenden Gapacitäten des Ansammlers , und indem wir 
das Verhältniss dieser Factoren gleich K setzen, erhalten wir: 

(53) K=l -^^xE. 
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Setzen wir hierin noch für E den unter gewissen Voraussetzungen 
abzuleitenden, in §. 4 unter (19) gegebenen Ausdruck, so kommt: 

(54) ir = l+^- 

Man kann bei der Aufstellung der auf dielectrische Medien 
bezüglichen Gleichungen auch den von ponderabler Masse freien 
und nur Aether enthaltenden Raum als ein Dielectricum behan- 
deln, für welchen die Maxwell' sehe specifische inductive Capa- 
cität K den speciellen Werth 1 hat, und die Grössen E und g den 
speciellen Werth haben. 

Für den Fall, wo mehrere aneinander grenzende Dielectrica 
verschiedener Art gegeben sind, lassen sich die Gleichungen eben- 
falls aus den vorigen ableiten, und es mögen die Formen, welche 
Helmholtz und Maxwell den Gleichungen für diesen allgemei- 
neren Fall gegeben haben, hier auch noch mitgetheilt werden. 

Es seien zunächst zwei an einander grenzende dielectrische 
Media gegeben, für welche E die Werthe Ei und E^ habe, und 
welche beide unter deüi Einflüsse von gegebenen Electricitäten 
und zugleich unter ihrem gegenseitigen Einflüsse electrisch polar 
geworden sind, und es handle sich darum, unter diesen Umstän- 
den die Potentialfunctionen Ui und U^ der beiden Media zu be- 
stimmen. Dazu können wir die Gleichung (22) anwenden, müssen 
aber dabei den Umstand berücksichtigen, dass auf jedes der Me- 
dien ausser den gegebenen Electricitäten, deren Potentialfunction 
V ist, auch noch das andere Medium einwirkt Wir haben also 
bei Behandlung des ersten Mediums F -4- f/j und bei Behandlung 
des zweiten Mediums F-j- f/i an die Stelle von F zu setzen. Dem- 
nach erhalten wir die beiden Gleichungen : 

worin sich die Integrale nach coi und tj auf die Oberfläche und 
das Volumen des ersten Mediums und die Integrale nach coq und 
Tg auf die Oberfläche und das Volumen des zweiten Mediums be- 
ziehen. Wenn wir diese Gleichungen addiren, und dabei die Po- 
tentialfunction beider Medien zusammen, also die Summe Ui + Ui 
mit J7 bezeichnen, erhalten wir: 



+ 
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In Bezug auf die Volumenintegrale folgt aus dieser Gleichung 
nichts Anderes, als was sich schon aus der in §. 5 gegebenen, auf 
ein einzelnes Medium bezüglichen Gleichung (22) ergiebt Man 
kann nämlich die beiden Integrale, welche dti und dv^ enthalten, 
und welche sich auf die von den beiden Medie^ erfüllten Räume 
erstrecken sollen, in das Eine Integral 

zusanmienfassen, welches sich auf den ganzen von beiden Medien 
zusammen erfüllten Raum erstrecken soll, und worin JSfiir beide 
Medien gilt, indem es in dem einen gleich Ei und in dem anderen 
gleich E^ ist. Aus dieser Form des Integrals folgt dann, dass die 
in §. 5 unter (24) gegebene Gleichung sich auch auf zwei Medien, 
und, wie gleich hinzugefügt werden kann, auf beliebig viele Me- 
dien beziehen lässt In dieser verallgemeinerten Bedeutung möge 
die Gleichung hier noch einmal angeführt werden: 

In Bezug auf die in (55) vorkommenden Oberflächenintegrale 
tritt für die Trennungsfläche der beiden Medien ein bisher noch 
nicht besprochenes Verhalten ein. Da diese Fläche nämlich Ober- 
fläche beider Medien ist, so beziehen sich auf sie beide Oberflächen- 
integrale. Wollen wir also für diese Fläche die Gleichung bilden, 
welche der in §. 5 gegebenen Gleichung (23) entspricht, so haben 
wir dabei an der rechten Seite zwei Glieder zu setzen, nämlich: 

Hierin kann man die Form der linken Seite noch etwas mehr der- 
jenigen der rechten Seite anpassen. Die Zeichen rii und n^ bedeu- 
ten nämlich die auf einem und demselben Flächenelemente nach 
beiden Medien hin errichteten Normalen. Betrachten wir nun die 
nach dem ersten Medium hin gehende Normalrichtung als die po- 
sitive, so können wir schreiben: 
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/dü\ _ dJD_^ /dü\ ^ dU 



wodurch die vorige Gleichung übergeht in: 

Diese Gleichung ist zunächst nur für die Trennungsfläche 
zweier Dielectrica abgeleitet. Man kann ihr aber auch eine allge- 
meinere Bedeutung geben. Man kann nämhch, wie schon oben 
gesagt, auch den von ponderabler Masse freien und nur Aether 
enthaltenden Raum als ein Dielectricum behandeln, in welchem 
E den Werth Null hat. Femer kann man einen die Electricität 
leitenden Körper als ein Dielectricum behandeln, in welchem E 
unendhch gross ist. Auf diese Weise kann man die vorige Glei- 
chung auf alle vorkommenden Grenzflächen anwenden. 

Die Gleichungen (56) und (57) drücken Beziehungen der 
Grösse U zu der Summe V -\- U aus. Man kann aus ihnen aber 
auch leicht Gleichungen gewinnen, welche Beziehungen der Grösse 
V zu der Sunmie V -^ U ausdrücken. 

In der Gleichung (56) möge zu dem Zwecke an der linken 
Seite ^ V addirt und subtrahirt werden, wodurch entsteht: 

- ^ r+ ^(r+ ü) = - 4.2& (^Hilte). 

welche Gleichung sich folgendermaassen umformen lässt: 

wofür man einfacher schreiben kann : 

Führen wir hierin noch für 1 -f- ^^E das MaxwelTsche Zei- 
chen K ein, so kommt: 
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In der Gleichung (57) addiren und subtrahiren wir an der 

linken Seite h - — und verfahren dann ähnlich , wie vorher, 

wodurch wir erhalten : 

^•^^^ d^^dn;--^' — s^j; — + ^» — dii, — 

In diese Gleichungen können wir noch die Grössen einfuhren, 
welche ausdrücken, welche Dichtigkeit diejenige Electricität, von 
welcher V die Potentialfunction ist, an den betreffenden Stellen 
hat Bezeichnen wir, wie früher die Raumdichtigkeit mit k und 
die Flächendichtigkeit auf der betrachteten Grenzfläche mit %, so 
ist zu setzen : 

dni önj \dn/+o \9n/-o 
und dadurch gehen die vorigen Gleichungen über in: 

Dieses sind die von Helmholtz und Maxwell aufgestellten 
Gleichungen. Maxwell schreibt darin statt ¥-{-11 einfach F, 
indem er die ganze Function, deren negative Differentialcoefficien- 
ten die Componenten der in dem Dielectricum wirkenden electri- 
sehen Gesammtkraft darstellen, mit V bezeichnet. 



CUuflins. mach, WinnctlMorie. 11. 
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Das meohanisolie Aequivalent einer eleotriscliexi 

Entladung. 

§. 1. Gesammtwirkung einer Entladung. 

Nachdem in den vorigen Abschnitten von den unter verschie- 
denen Umständen stattfindenden electrischen Ladungen und yon 
dem darauf bezüglichen Verhalten der Potentialfunction die Rede 
gewesen ist, müssen wir nun die Entladung und die durch sie 
entstehenden Wirkungen betrachten, wobei wir unter electri- 
scher Entladung jede Aenderung in der Anordnung der Elec- 
tricität verstehen, durch welche der electrische Zustand der ver- 
schiedenen Theile eines Systemes von leitenden Körpern, zu denen 
auch die Erde gehören kann, sich ganz oder theilweise ausgleicht. 

Während der in der Anordnung der Electricität stattfinden- 
den Aenderung und der damit verbundenen Bewegung der Elec- 
tricitätstheilchen wird von den electrischen Kräften Arbeit gelei- 
stet. Diese von Kräften, welche dem Quadrate der Entfernung 
umgekehrt proportional sind, geleistete Arbeit lässt sich auf sehr 
einfache Art bestimmen i). Sie ist von der Art, wie die Bewegun- 
gen der Electricitätstheilchen stattfinden, ganz unabhängig und 
hängt nur von den Anfangs- und Endlagen derselben ab, und zwar 
wird sie dargestellt durch die bei der Entladung eingetretene Ab- 



1) Siehe darüber mein Buch „Die Potentialfnnction und das Potential", 
dritte Auflage, §. 66. 
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nähme des Potentials der gesammten Electricität auf 
sich selbst 

Durch diese von den electrischen Kräften gethane Arbeit kön- 
nen nun zunächst gewisse Wirkungen hervorgebracht werden, bei 
welchen andere Kräfte zu überwinden sind, und von denen einige 
der gewöhnlichsten folgende sind. Es springen an einer oder meh- 
reren Stellen electrische Funken über, wobei eine Luftschicht oder 
ein anderer nichtleitender Körper von der Electricität durchbro- 
chen wird. — Wenn der electrische Strom an einer Stelle durch 
einen sehr dünnen Draht geht, so erleidet dieser mechanische Ver- 
änderungen, welche von kleinen, kaum merkbaren Einknickungen 
bis zum vollständigen Zerstäuben varüren können. — Wenn der 
Strom durch electrolytische Körper geht, so treten chemische Zer- 
setzungen ein. — In Körpern, welche sich in der Nähe der durch- 
strömten Leiter befinden, können Inductionsströme oder magne- 
tische Wirkungen hervorgerufen werden — etc. 

Zu diesen verschiedenen Wirkungen wird ein Theil der gan- 
zen von den electrischen Kräften geleisteten Arbeit verbraucht. 
Der übrige Theil der Arbeit verwandelt sich in den Leitern in 
Wärme. ^ 

Wenn wir die Wärme nach mechanischem Maasse, d. h. nach 
der ihr entsprechenden mechamschen Arbeit messen, und auch die 
anderen vorher genannten Wirkungen durch die zu ihnen ver- 
brauchten Arbeitsgrössen ausdrücken, so können wir sie sämmt- 
lich in eine algebraische Summe vereinigen und diese kurz die 

■ _ 

Summe aller durch die electrische Entladung hervorgebrachten 
Wirkungen nennen. In Bezug auf diese gilt dann dem Obigen 
nach folgender einfacher Satz, welchen wir als Hauptsatz den 
nachstehenden Betrachtungen zu Grunde legen: 

Die Summe aller durch eine electrische Entladung 
hervorgebrachten Wirkungen ist gleich'der da- 
bei eingetretenen Abnahme des Potentials der ge- 
sammten Electricität auf sich selbst. 

§. 2. Potential einer geladenen Leidener Flasche 

oder Batterie. 

Lidern wir nim als Beispiel eines Körpersystemes, welches mit 
Electricität geladen und wieder entladen werden kann , die Leide- 
ner Flasche wählen, handelt es sich darum, bei einer geladenen 
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Leidener Flasche das Potential der gesammten Electricität auf 
sich selbst zu bestimmen, wobei unter der gesammten Electricität 
nicht bloss die auf den beiden Belegungen befindlichen Electrici- 
tätsmengen zu verstehen sind, sondern auch die sämmtlichen klei- 
nen Electricitätsmengen , welche sich im Inneren des Glases auf 
den electrisch polaren Partikelchen befinden. 

Seien dq und dg' irgend zwei Electricitätselemente und r ihr 
gegenseitiger Abstand, so wird das Potential der gesammten Elec- 
tricität auf sich selbst, welches wir mit W bezeichnen woUeu, 
durch folgende Gleichung bestimmt: 

(1) Tr=i//^, 

worin die beiden angedeuteten Integrationen über alle gegebenen, 
theils positiven, theils negativen Electricitätsmengen auszuführen 
sind. Da nun andererseits, wenn die Potentialfunction aller gege- 
benen Electricitätsmengen an dem Puncte (x^ y, z\ wo das Ele- 
ment dq sich befindet, mit F bezeichnet wird, die Gleichung 

(2) F=/^ 

gilt, so können wir die vorige Gleichung auch so schreiben: 

(3) W = \fvdg. 

In unserem gegenwärtigen Falle ist es aber zweckmässig, die- 
ser letzteren Gleichung noch eine etwas andere Form zu geben, 
nämlich die Potentialfunction der Electricitätsmengen, welche sich 
auf den Belegungen der Flasche befinden von der Potentialfunction 
derjenigen Electricitätsmengen, welche sich im Inneren des Gla- 
ses auf den polaren Partikelchen befinden, zu trennen, und beide 
durch besondere Zeichen darzustellen. Die erstere möge mit F 
unA die letztere mit TJ bezeichnet werden, so dass die Potential- 
function aller in Betracht kommenden Electricitäten durch die 
Summe F -f- ?7 dargestellt wird. Dann nimmt die vorige Glei- 
chung folgende Gestalt an: 

(4) W=::\f{_V-\-U)dq_, 

worin die Integration über alle auf den Belegungen und auf den 
polaren Glaspartikelch^n befindlichen Electricitätsmengen auszu- 
führen ist. 
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Was zunächst die auf den polaren Glaspartikelchen befind- 
lichen Electricitätsmengen anbetrifft, so lässt sich für diese die 
Integration sehr kurz abmachen. Wenn ein leitendes Glastheil- 
chen durch Influenz bis zum Gleichgewichtszustande electrisch po- 
l£u* geworden ist, so ist das Potentialniveau in ihm constant. Da 
femer die auf ihm befindlichen getrennten Electricitäten aus glei- 
chen Mengen positiver und negativer Electricität bestehen , so ist 
der Theil des L:itegrales, welcher sich auf diese beiden Electricitäts- 
mengen bezieht. Null Dasselbe gilt von allen leitenden Glastheil- 
chen in gleicher Weise, und man kann daher den ganzen Theil 
des Integrales, welcher sich auf die auf den leitenden Glastheil- 
chen befindlichen getrennten Electricitäten bezieht, ohne Weiteres 
gleich' Null setzen. 

Was femer die auf den Belegungen befindlichen Electricitäts- 
mengen anbetrifft, so findet auch bei ihnen eine Vereinfachung 
statt, indem auf jeder Belegung das Potentialniveau constant ist. 
Wir wollen, wie in §. 7 des vorigen Abschnittes, den Werth des 
Potentialniveaus auf der inneren Belegung mit F und auf der 
äusseren Belegung mit G bezeichnen. Nennen wir dann noch, wie 
dort, die auf der inneren Belegung befindliche Electricitätsmenge 
Jf und die auf der äusseren Belegung befindliche N^ so geht die 
Gleichung (4) über in: 

(5) w=\FM+\ GN. 

Substituirt man hierin fiir M und N die in den Gleichungen 
(48) oder (51) des vorigen Abschnittes gegebenen Werthe, so er- 
hält man W durch F und G ausgedrückt. Ebenso kann man W 
durch M und N oder durch irgend zwei der vier Grössen j?', 6r, 
M und N ausdrücken. 

Setzt man voraus, dass die äussere Belegung der Flasche mit 
der Erde in leitender Verbindung stehe, so hat man 6r = zu 
setzen. Dadurch vereinfacht sich (5) in : 

(6) W=\FM. 

Hieraus kann man, mit Hülfe der im vorigen Abschnitte unter (52) 
gegebenen Gleichung 

(7) -^=1^' 

entweder M oder F eliminiren und erhält dadurch : 
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(8) ^=i«^ 

Wenn statt einer einzelnen Flasche eine Batterie von n glei- 
chen Flaschen gegeben ist, so kann man die auf diese bezüglichen 
Gleichungen leicht aus den vorigen ableiten. Wenn man, nach- 
dem die wFlaschen einzeln gleich stark geladen sind, alle inneren 
und alle äusseren Belegungen runter sich verbindet, so wird da- 
durch (sofern man von dem kleinen Einflüsse der auf den Verbin- 
dungsstücken befindlichen Electricität absieht) keine Aenderung 
in den Werthen der Potentialfunction auf den Belegungen eintre- 
ten. Die Electricitätsmengen dagegen, welche sich auf der inne- 
ren und äusseren Belegung der ganzen Batterie befinden, sind na- 
türlich wmal so gross, als die auf den Belegungen einer einzelnen 
Flasche befindlichen. Dieses letztere kann man in der unter (7) 
gegebenen Gleichung, welche sich auf den Fall bezieht, wo die 
äussere Belegung mit der Erde in leitender Verbindung steht, ein- 
fach dadurch ausdrücken, dass man die mit s bezeichnete Fläche 
der inneren Belegung Einer Flasche durch die Gesammtfläche der 
inneren Belegung der ganzen Batterie, welche S heissen möge, er- 
setzt und somit schreibt: 

(10) ^ = T^- 

Wenn man mit Hülfe dieser Gleichung aus der Gleichung (6) 
M oder F eliminirt, so erhält man: 

(11) * w=^ SF' 

(12) Tr=A^. 



§. 3. Abnahme des Potentials bei der Entladung 

und Rückstand. 

Betrachten wir hiemach das Potential einer geladenen Leide- 
ner Flasche oder Batterie als bekannt , so lässt sich daraus auch 
leicht die bei der Entladung stattfindende Abnahme des Potentials 
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bestiinmen. Wird die Batterie vollständig entladen, so dass der 
Endwerth des Potentials gleich Null ist, so ist die Abnahme des 
Potentials einfach gleich . W. Findet aber nur eine theilweise Ent- 
ladung statt, so dass nach der Entladung noch ein Potential TT' 
besteht, so hat man die Differenz W — TT' zu bilden. 

Bewirkt man bei einer Batterie , deren äussere Belegung mit 
der Erde in leitender Verbindung steht, die Entladung dadurch, 
dass man die äussere Belegung mit der inneren in leitende Ver- 
bindung setzt und diese Verbindung längere Zeit bestehen lässt, 
so findet eine vollständige Entladung statt. Wenn man dagegen 
die Verbindung nur momentan herstellt und dann sofort wieder 
aufhebt, so findet bekanntlich die Entladung nicht ganz vollstän- 
dig statt, sondern es bleibt noch ein Rückstand, welcher nach 
einiger Zeit eine zweite schwächere Entladung ermöglicht, bei der 
wiederum ein Rückstand von geringerer Grösse bleibt, der dann 
eine dritte Entladung geben kann , tu s. f. 

Die Entstehung des Rückstandes ist wohl unzweifelhaft dar- 
aus zu erklären, dass das Glas seinen electrisch polaren Zustand, 
welchen es unter dem Einflüsse der auf den Belegungen befind- 
lichen Electricitätsmengen angenommen hat, im Momente der Ent- 
ladung nicht gleich vollständig verliert, sondern dass ein Theil die- 
ser inneren Polarität zimächst noch fortbesteht, und dass dadurch 
ein Theil der Electricität auf den Belegungen zurückgehalten wird. 
Diese unmittelbar nach der Entladung noch vorhandene innere 
Polarität verliert sich dann in einiger Zeit soweit, dass nur noch 
eine Polarität von solcher Stärke übrig bleibt, wie sie den jetzt 
noch auf den Belegungen befindlichen Electricitätsmengen ent- 
spricht, und von diesen aufrecht erhalten werden kann. Diese ge- 
ringere Polarität ist natürlich, wenn zwischen den Belegungen 
wieder eine leitende Verbindung hergestellt wird, nicht ausreichend, 
die auf den Belegungen befindlichen Electricitäten festzuhalten, 
und es tritt daher von Neuem eine Entladung ein , bei der dann 
abermals ein Theil der zuletzt vorhandenen Polarität bestehen 
bleibt und daher ein gewisser viel kleinerer Rest von Electricität 
auf den Belegungen festgehalten wird, u. s. f. 

Woher es kommt, dass die innere Polarität zum Theil wäh- 
rend der Entladung selbst, also gleichzeitig mit der Kraft, 
welche sie erzeugt hat , in fast unmessbar kurzer Zeit verschwin- 
det, zum Theil dagegen sich erst nachträglich allmälig verliert, 
ist noch nicht festgestellt. Boltzmann hat die nachträglich ein- 
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tretende Veränderung des inneren electrischen Zustandes mit der 
elastischen Nachwirkung verglichen i), welche Vergleichung 
viel für sich hat, wenn auch der eigentliche Grund der Erschei- 
nung dabei noch in verschiedenen Weisen gedeutet werden kann. 
Um über den Zustand der Batterie unmittelbar nach der Ent- 
ladung und die darauf bezüglichen Grössen ein bestimmteres Ur- 
theil zu gewinnen, wird es zweckmässig sein, noch einige beson- 
dere Betrachtungen anzustellen. 



§. 4. Untersuchung des Falles, wo die Potential- 
niveaux der beiden Belegungen gleich sind, 
während noch eine innere Polarität besteht. 

Wenn die Belegungen einer Batterie für eine sehr kurze Zeit 
unter einander leitend verbunden werden, so strömt so viel Elec- 
tricität von der einen zur anderen , dass sie beide gleiches Poten- 
tialniveau haben, welches wir unter Vernachlässigung einer klei- 
nen, möghcher Weise bestehenden Abweichung einfach gleich Null 
setzen können. Es fragt sich nun, wie viel Electricität bei dieser 
Ausgleichung der Potentialniveaux noch auf den Belegungen blei- 
ben muss, wenn die innere Polarität des Glases zum Theil noch 
fortbesteht. 

Bezeichnen wir die Potentialniveaux, welche die Belegungen nur 
wegen der noch bestehenden inneren Polarität des Glases haben 
würden, mit u und Wj , so müssen die Electricitätsmengen so gross 
sein, dass sie für sich allein die Belegungen zu den Potentialniveaux 
— u und — Wi bringen würden. Zur "Bestimmung der dazu nöthi- 
gen Electricitätsmengen können wir die Gleichungen (38) des Ab- 
schnittes IL anwenden , in welchen wir dann F und G durch — w 
und — Ui und ausserdem, wenn wir nicht bloss Eine Flasche, son- 
dern eine Batterie von beliebig vielen Flaschen betrachten, s durch 
S zu ersetzen haben. Vernachlässigen wir auch hier verhältniss- 
mässig kleine Abweichungen und lassen daher die Grösse S und 
die mit den Coefficienten a und ß behafteten Glieder fort, so er- 
halten wir für beide Belegungen gleiche und entgegengesetzte 
Electricitätsmengen, welche mit m und — m bezeichnet werden 
können, wobei m durch folgende Gleichung bestimmt wird: 



1) Sitzungsberichte der Wieuer Academie, Bd. 68, Juli 1873. 
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(13) m ^ 7^ (Ml - u). 

Um nun femer zur Bestimmung des auf diesen Zustand der 
Batterie bezüglichen Potentials unsere früheren auf den Gleich- 
gewichtszustand bezüglichen Gleichungen anwenden zu können, 
wollen wir neben der Grösse tn noch die Grösse (i einführen mit 
der Bedeutung, dass fi.und ~ fi diejenigen Electricitätsmengen 
sind, welche sich auf den beiden Belegungen befinden müssten, 
um die vorher besprochene innere Polarität, welche unmittelbar 
nach der Entladung noch vorhanden ist, hervorzurufen und auf- 
recht zu erhalten« Diese Grösse fi steht dann zu der Differenz 
u — lAi in derselben Beziehung, welche in der Gleichung (41) des 
vorigen Abschnittes zwischen Q und U — Ui ausgedrückt ist, und 
wir können daher schreiben : 

Wenn auf den beiden Belegungen der Batterie nach der Ent- 
ladung, statt der Electricitätsmengen m und — m, die Electrici- 
tätsmengen f( und — fi befindlich wären, so hätten wir einen 
Gleichgewichtszustand von derselben Art, wie der, auf welchen die 
Gleichungen (46) des vorigen Abschnittes sich beziehen. Nennen 
wir die ganzen Potentialniveaux, welche unter diesen Umständen 
auf den Belegungen stattfinden würden, / und </, so erhalten wir 
gemäss jenen Gleichungen, unter Vernachlässigung der Grösse d 
und der mit den Coefficien a und ß behafteten Glieder : 

und wenn wir hierin für ^ den in (14) gegebenen Ausdruck setzen, 
80 ergiebt sich: 

Das Potential der gesanunten Electricität auf sich selbst , welches 
unter diesen Umständen bestehen würde, und welches mit Sl be- 
zeichnet werden möge, ergiebt sich aus der Gleichung (5), wenn 
man darin F und G durch / und g und M und N durch /i und 
— iL ersetzt, nämlich: 

(17) ß = if*(y-tf). 
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Setzt man hierin für fi und/ — g die in (14) und (16) gegebenen 
Ausdrücke, so kommt: 

Um von diesem Potential zu dem von uns gesuchten zu ge- 
langen, wollen wir uns die Grösse fi in die Theile /i — m und m 
getheilt denken, und dann die sämmtlichen vorher betrachteten 
Electricitäten, deren Potential ß ist, in zwei Systeme zerlegen. 
Das erste System 8i soll nur aus den beiden Electricitätsmengen 
fi — - m und — (fi — w) bestehen. Das zweite System S' dagegen 
soll die Mengen m und — m und ausserdem alle auf den polaren 
Glastheilchen befindlichen Electricitätsmengen (also gerade diejeni- 
gen Electricitätsmengen, welche unmittelbar nach der Entladung 
vorhanden sind) , umfassen. Dann zerfällt das Potential Ä in fol- 
gende drei Bestandtheile : 

1. das Potential des Systemes Si auf sich selbst, welches Fi 
heissen möge^, 

2. das Potential des Systemes S' auf sich selbst, welches W 
heissen möge; 

3. das Potential des Systemes Si auf das System S\ welches 
W\ heissen möge. 

Hiemach kann man setzen : 

Ä = TFi + TF' + W\. 

Das letzte an der rechten Seite stehende Potential W'i lässt 
sich sofort seinem Werthe nach angeben. Wir erhalten es näm- 
lich, wenn wir jedes zu dem einen Systeme gehörige Electricitäts- 
element mit der auf den betreflFenden Punct bezüglichen Potential- 
function des anderen Systemes multipliciren, und dann die Inte- 
gration ausführen. Nun befinden sich alle zum ersten Systeme 
gehörenden Electricitätselemente auf den Belegungen, und die 
Potentialfunction des zweiten Systemes ist auf den Belegungen 
gerade Null, folglich muss auch die Integration den Werth Null 

geben, und wir erhalten: 

Wi = 0. 

Hierdurch geht die vorige Gleichung über in: 

Ä = TFi + TF', 
welche Gleichung wir in folgender Form schreiben wollen: 
(19) W' = £l— Wi. 
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Von den beiden hierin an der rechten Seite stehenden Grössen 
ist die erste i2 durch die Gleichung (18) bestimmt Um die an« 
dere Grösse Wi zu bestimmen, ist zu bemerken, dass die Electri- 
citätsmengen f» — m und — (f( — m), wenn sie für sich allein yor- 
banden wären, auf den Belegungen die Potentialniveaux / und g 
hervorbringen würden, da alle übrigen Electricitätsmengen auf den 
Belegungen die Potentialniveaux Null geben. Daraus folgt: 

Fl = i ö* - m) (/ - jf). 
Hierin kann man nach (13) und (14) setzen: 

8 Ui -— u 



[i — m = 



4tnc ixE 



und für/ — g kann man den in (16) gegebenen Werth anwenden, 
wodurch man erhält: 

Durch Anwendung dieser Werthe geht (19) über in: 

wofür man auch gemäss (13) schreiben kann: 

Durch diese Gleichimgen ist das gesuchte , unmittelbar nach der 
Entladung stattfindende Potential der gesammten Electricität auf 
sich selbst bestimmt. 

Wenn nach der Entladung eine gewisse Zeit yerfiossen ist, 
und die innere Polarität bis zu dem Reste abgenonmien hat, wel- 
cher durch die auf den Belegungen befindlichen Electricitätsmen- 
gen m und — m aufrecht erhalten werden kann , so ist wieder ein 
Gleichgewichtszustand von der Art, wie der, auf welchen die Glei- 
chungen Yon (6) bis (12) sich beziehen, erreicht. Das diesem Zu- 
stande entsprechende Potential der gesammten Electricität auf 
sich selbst, welches W" heissen möge, erhält man, wenn man in 
der Gleichung (12) einfach m an die Stelle yon M setzt, wobei 
man wieder für den Grad yon Genauigkeit, welcher beim Bück- 

^ X c 
Stande ausreichend ist, Je durch -z — ; — - — = ersetzen kann: 

1 -[- ^jt Jb 
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(-23) W'= ^"^ .^' 

Substituirt man hierin für m seinen Werth aas (13), so kommt: 

^ "^ Sjtc (1 + 4:7t E) 



§. 5. Arbeit der electrischen Kräfte während der Ent- 
ladung und nach derselben. 

Nachdem in den vorigen Paragraphen das Potential der ge- 
sammten Electricität auf sich selbst für die verschiedenen in Be- 
tracht kommenden Zustände bestimmt ist, lässt sich auch die Ar- 
beit, welche die electrischen Kräfte während der Entladung und 
nach derselben leisten, leicht ausdrücken. 

Wir wollen uns die Entladung zuerst dadurch bewirkt den- 
ken, dass ein von der äusseren Belegung ausgehender Leiter mit 
seinem anderen Ende einer mit der inneren Belegung in leitender 
Verbindung stehenden Stelle genähert und für eine ganz kurze 
Zeit damit in Berührung gebracht wird. Dann haben wir vor der 
Entladung den Zustand, bei welchem das Potential gleich Wist, 
und unmittelbar nach der Entladung den Zustand, bei welchem 
das Potential gleich W ist. Während der Entladung wird also 
die Arbeit 

W- W 

geleistet. 

Wenn nach der Entladung einige Zeit verstrichen ist, so ist 

der Zustand eingetreten, bei welchem das Potential gleich W" ist, 

und es wird also nach der Entladung bis zum Eintreten dieses Zu- 

standes noch die Arbeit 

W — TF" 

von den electrischen Kräften geleistet. 

Lässt man jetzt abermals eine Entladung eintreten, so erhält 
man dieselben beiden Vorgänge im verkleinerten Maassstabe u. s. £ 

Um die Arbeitsgrössen in ihrer Beziehung zum ganzen ur- 
sprünglich bestehenden Potential W näher angeben zu können, 
muss man wissen, wie sich W und TT" zu W verhalten, und dazu 
wiederum muss bekannt sein , wie sich die Differenz Ui — u zur 
Differenz F — O verhält. Ein Grenzwerth für Wi — w, welcher 
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sicherlich nicht überschritten werden kann, ergiebt sich sofort 
daxaas, dass die Polarität des Glases nach der Entladung nicht 
grösser sein kann, als sie während der Ladung war. Bezeichnen 
wir daher, wie im vorigen Abschnitte, die Potentialniveaux, welche 
die während der Ladung bestehende Polarität des Glases für sich 
allein auf den Belegungen hervorbringen würde, mit U und ?7i, 
so kann Ui — u keinesfalls grösser als CTi — U sein. Wieviel klei- 
ner es ist, lässt sich nicht genau angeben. Soviel aber kann als 
unzweifelhaft angenommen werden, dass bei einer bestimmten 
Flasche oder Batterie mit wachsendem Ui — U auch Wi — u 
wächst, und da es bei den auf den Rückstand bezüglichen Grössen, 
welche überhaupt nicht bedeutend sind, auf äusserste Genauigkeit 
nicht ankommt, so wird es erlaubt sein, die Differenzen Uy — u 
und Ui — Z7 als einander proportional zu betrachten, und dem- 
gemäss zu setzen: 

(25) Ui — w=jp(üi — U), 

worin p einen von der Natur der die Batterie bildenden Flaschen 
abhängigen Coefficienten bedeutet, dessen Werth zwischen und 
1 liegen muss. Was nun die Differenz Di — U anbetrifft, so lässt 
sich aus der Gleichung (39) des vorigen Abschnittes zunächst die 
folgende ableiten: 

Dl - D^=4;r£(F+ U - V^ ^ Di), 

und wenn man hierin für F -f- 0^ ^u^d Fi -|- ^i die später ein- 
geführten Zeichen F und Q setzt, so kommt: 

(26) ?7i — D = 4ää (F - ö), 
wodurch die Gleichung (25) übergeht in: 

(27) u^^u=pA3tE(F-' O). 

Aus dieser Gleichung kann man mit Hülfe der im vorigen Ab- 
schnitt unter (46) und in diesem Abschnitt unter (13) gegebenen 
Gleichungen auch noch die folgende ableiten: 

Kehren wir nun zu den für die Potentiale TT' und TT" auf- 
gestellten Gleichungen (22) und (23) zurück und setzen darin für 
m den vorstehenden Ausdruck, so kommt : 
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Das in diesen beiden Gleichungen vorkommende Product 2nc kön- 
nen wir noch durch -^ ersetzen, da wir auch bisher bei der Be- 

handlung der auf den Rückstand bezüglichen Grössen, welche an 
sich nur klein sind, den zwischen k und isrc bestehenden Unter- 
schied yemachlässigt haben« 

Diese Ausdrücke von TT' und TT" können nun bei der Be- 
stimmung der Arbeit angewandt werden, wobei TF mittelst der in 
§. 2 entwickelten Gleichungen zu bestimmen ist. Zur speciellen 
Ausführung der Rechnung wollen wir den Fall wählen, wo die 
äussere Belegung der Batterie mit der Erde in leitender Verbin- 
dung steht, und wo für W die Gleichung (12) gilt. Dann erhal- 
ten wir: 

(32) ,r'-«'"=*,.^j-iif^.^. 

Im Vorstehenden war vorausgesetzt, dass die Entladung in 
der Weise stattfinde, dass die Enden des Schliessungsbogens nur 
für eine sehr kurze Zeit mit einander in Berührung gebracht wer- 
den. Wird dagegen die mit der Erde leitend verbundene äussere 
Belegung dauernd mit der inneren in leitende Verbindung gesetzt, 
so tritt eine vollständige Entladung ein. Indessen findet auch in 
diesem Falle der Umstand statt, dass nicht die ganze Entladung 
gleich im Momente der Verbindung vollendet ist, sondern dass ein 
Theil derselben erst nachträglich im Verlaufe einiger Zeit vor sich 
geht. Man kann daher auch in der Arbeit, welche- im Ganzen 
durch W dargestellt wird, zwei Theile unterscheiden, den Theil 
W — W\ welcher sofort beim Eintritt der Verbindung geleistet 
wird, und den Theil TT', welcher während des Bestehens der Ver- 
bindung erst aUmälig folgt. 



§. 6. Wirkungen der Entladung* 

Wenn wir nun diQ von der Entladung hervorgebrachten Wir- 
kungen betrachten, so können diese, wie schon oben in §. 1 er- 
wähnt, von sehr verschiedener Art sein. Zu den dort angeführten 
Wirkungen ist, streng genommen, noch eine schon vor der eigent- 
lichen Entladung stattfindende hinzuzufügen. Während nämlich 
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das Ende des yon der äusseren Belegung ausgehenden Scbliessungs- 
bogens sich der mit der inneren Belegung leitend yerbundenen 
Stelle nähert, findet schon eine kleine Mitwirkung der Electricität 
statt, indem die Enden des Schliessungsbogens vermöge der auf 
ihnen befindlichen Electricität einander anziehen, und dadurch die 
Annäherung erleichtem. Diese Wirkung ist aber in unserem Falle, 
wo der grösste Theil der Electricität auf den Belegungen gebunden 
ist, und daher zu jener Anziehung nicht beitragen kann, jedenfalls 
so gering, dass wir sie ohne Bedenken vernachlässigen können. 

Femer wollen wir zur Vereinfachimg die Erregimg von In- 
ductionsströmen oder Magnetismus ausserhalb des betrachteten 
Körpersystemes und alle bleibenden Veränderungen mechani- 
scher, chemischer oder magnetischer Natur innerhalb desselben 
für jetzt von der Untersuchung ausschliessen und annehmen , dass 
die Arbeit, welche an den Stellen verwandt wird, wo der 
Schliessungsbogen unterbrochen ist, und wo ein Funke 
überspringen muss, und die in dem ganzen Systeme 
erzeugte Wärme die einzigen vorkommenden Wirkungen seien. 
Dann muss dem Hauptsatze nach die Summe dieser beiden 
gleich der Abnahme des Potentials sein. 

Dieses theoretische Ergebmss möge nun mit der Erfahrung 
verglichen werden. Dazu bietet besonders die von Riess mit der 
grössten Sorgfalt, Umsicht imd Consequenz durchgeführte Beihe 
von Untersuchungen ein ebenso reichhaltiges, als zuverlässiges 
Material dar, xmd die Vergleichung desselben mit der Theorie wird 
noch dadurch sehr erleichtert, dass Riess selbst aus den von ihm 
beobachteten Thatsachen ganz bestinmit formulirte Gesetze abge- 
leitet hat. 

Wird zunächst angenommen, dass bei einer Reihe von Ver- 
suchen die Stärke der Entladung, d. h. die Abnahme des 
Potentials, dieselbe bleibe, aber der Schliessungsbogen 
geändert werde, so muss dabei die Summe der, beiden 
Wirkungen constant sein. 

Was die Wärmeerzeugung anbetrifiPt, so besitzen wir über 
deren Abhängigkeit vom Schliessungsbogen folgende zwei wich- 
tige Sätze von Riess ^). 

1. Die durch eine und dieselbe Entladung in zwei 
verschiedenen im Schliessungsbogen befindlichen conti- 



^) Pogg. Ann. Bd. 43 und 45. 
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nuirlichen Drahtstücken erzeugten Wärmemengen ver- 
halten sich wie ihre reducirten L8,ngen, wenn man unter 

l 

reducirte Länge die Grösse — r x versteht, worin l die wirk- 

9 
liehe Länge, q der Radius und x eine vom Stoffe des Drahtes 

abhängige Grösse ist, welche Riess die Verzögerungskraft nennt, 

und welche der Leitungsfahigkeit umgekehrt proportional ist. 

2. Wenn man unter sonst unveränderten Umständen 
den Schliessungsbogen dadurch verlängert, dass man 
einen Draht von der reducirten Länge l einschaltet, 
so wird dadurch die Erwärmung eines anderen im 
Schliessungsbogen befindlichen Drahtes vermindert, 
und zwar nahe im Verhältnisse von 1 -j- JZ : 1, worin b 
eine durch den Versuch zu bestimmende Constante ist. 

Beide Sätze lassen sich in folgende Gleichung zusammen- 
fassen 1) : 

worin V die reducirte Länge des betrachteten Drahtstückes und 
C die darin erzeugte Wärmemenge ist, während b und l die vor- 
her erwähnte Bedeutung haben, und Ä eine von der Stärke der 
Entladung abhängige Grösse darstellt, welche für unseren gegen- 
wärtigen Fall , wo wir es nur mit gleichen Entladungen zu thun 
haben, constant ist. 

Diese Gleichung enthält eine Bestätigung des vorher gezoge- 
nen Schlusses. Der eingeschaltete Draht l wird natüfEch durch 
die Entladung ebenfalls erwärmt und zwar wird nach der vorigen 

Gleichung die Wärmemenge ^_ , ^ Ä in ihm erzeugt. Dafür 

muss , wenn die Gesammtsumme der Wirkungen constant bleiben 
soU, eine Verminderung der übrigen Wirkungen eintreten, und 
diese wird in der That durch den zweiten Riess' sehen Satz und 
durch die Gleichung nachgewiesen. Mit dieser allgemeinen Ueber- 
einstinmiung müssen wir uns für jetzt begnügen. Eine genaue 
quantitative Untersuchung, ob die Abnahme aller übrigen Wirkun- 
gen zusammen wirklich gerade gleich jener durch , , ^ A ans- 

1) Pogg. Ann. Bd. 45, 8. 23. 
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gedrückten Wärmemenge ist, scheint mir bis jetzt ohne neue Beob- 
achtungsdata nicht ausfuhrbar zu sein. 

Vorsselman de Heer hat freilich aus jener Gleichung (33) 
einen allgemeinen Satz abgeleitet, den man vielleicht auf den er- 
sten Blick für eine vollständige Bestätigung unseres Schlusses hal- 
ten könnte. Es soll nämlich die Gesammtwärme, welche durch 
eine electrische Entladung in dem ganzen Schliessungs- 
bogen erregt wird, von der Natur des Schliessungs- 
bogens unabhängig sein i). Dieser Satz wird auch von Helm- 
holtz in der That als mit der Theorie übereinstimmend ange- 
führt s); indessen scheint er mir dazu doch nicht geeignet zu sein, 
indem er mehrere Ungenauigkeiten enthält. 

Erstens beschränkt Vorsselman de Heer die Betrachtung 
ausdrücklich auf „den die beiden Belege der Batterie verbinden- 
den Bogen" *). Die Wärmeerzeugung erstreckt sich aber auch auf 
die übrigen Körper des Systemes , und zwar wird ein Theil inner- 
halb der Batterie selbst erzeugt, und ein anderer, für den Fall, 
dass die Batterie und der Schliessungsbogen nicht isolirt, sondern 
mit der Erde verbunden sind, innerhalb des Ableitungszweiges 
und der Erde, Der letztere Theil wird im Allgemeinen imbedeu- 
tend sein, da nur der Ueberschuss der einen oder anderen Electri- 
cität nach der Erde strömt , und dieser gegen die ganze Electri- 
citätsmenge gering ist, und dasselbe lässt sich unter der Bedin- 
gung, dass der Schliessungsbogen eine beträchtliche redudrte 
Länge hat, vielleicht auch von dem ersten Theile annehmen. Bei 
sehr kurzem Schliessungsbogen dagegen würde eine solche An- 
nahme unzulässig sein, und jedenfalls müssen wir diesen Theil bis 
jetzt als unbekannt bezeichnen. 

Femer hat er die Stellen, wo der Schliessungsbogen unter- 
brochen ist und wo ein Funke überspringt, nicht berücksichtigt. 
An diesen Stellen findet eine äusserliche mechanische Wirkung 
statt, welche man erst ab verbrauchte Arbeit von der Gesammt- 
wirkung abziehen muss, um den Theil zu erhalten, welcher wirk- 
lich innerhalb des betrachteten Körpersystems in Wärme verwan- 
delt wird. 

Was die Grösse dieses Arbeitsverbrauches und seinen Ein- 
fluss auf die Wärmeentwickelung anbetrifft, so kann ich in dieser 



1) Pogg. Ann. Bd. 48, S. 298. — «) Ueber die Erhaltung der Kraft, 
S. 44. — 3) Pogg. Ann. Bd. 48, S. 297. 

ClauBiuB, mech. Wftrmetheorie. n, ^ g 



114 



Abschnitt IV. 



Beziehung zunächst wieder eine Bestätigung der Theorie durch 
das Experiment anfuhren. Es ist nämlich im Voraus klar, dass 
der Arbeitsverbrauch von dem Widerstände, welchen die nicht- 
leitende Schicht der Durchbrechung entgegensetzt, abhängt, und 
dass er daher bedeutender sein wird, wenn die Enden des 
Schliessungsbogens dui'ch einen nichtleitenden festen Körper 
getrennt sind, als wenn sich bloss Luft zwischen ihnen befindet. 
Daraus folgt, dass im ersteren Falle ein an einer anderen Stelle 
des Schliessungsbogens befindliches electrisches Luftthermometer 
weniger erwärmt werden muss, als im letzteren, und so hat es sich 
auch bei einer von Biess ausgeführten Versuchsreihe i) in der 
That ergeben. 

An der Unterbrechungsstelle standen sich entweder zwei 
kleine Scheiben, oder zwei Kugeln, oder zwei Spitzen gegenüber, 
jedesmal in einer Entfernung von 0,2 Linien. Zwischen diesen 
waren nach einander die in der ersten Columne der nachstehenden 
Tabelle genannten Körper eingeschaltet, und dabei wurden unter 
sonst gleichen Umständen in dem Luftthermometer die in den fol- 
genden Columnen angeführten Erwärmungen beobachtet. Wo 
Biess mehrere Zahlen giebt, habe ich die Mittelzahl genommen. 





Erwärmungen im Luftthermometer, 
je nachdem der Funke 


Eingeschaltete Körper. 


zwischen den 
Scheiben 


zwischen den 
Kugeln 


zwischen den 
Spitzen 




übersprang. 


Luftschicht 


15-9 


15-4 


15*1 






ein Eartenblatt 


11-7 


12-0 


11-6 


zwei Kartenblätter mit zwisch en- 
geleg lern Stanniol ....... 


97 


9-3 




zwei Kartenblätter 


8-0 


8-8 


10-4 


Glimmerblatt 


6-8 


4-7 


4-8 







1) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 82. 
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In dieser Tabelle tritt der Eintiuss der Festigkeit des einge- 
schalteten Körpers, welcher vom Funken durchbrochen werden 
muss, sehr deutlich hervor. Nur der Fall, wo zwei Kartenblätter 
mit zwischengelegtem Stanniol angewandt wurden, könnte auf den 
ersten Blick eine Ausnahme zu bilden scheinen , indem diese drei 
Körper eine geringere Wirkung ausübten als die beiden Karten- 
blätter allein. Hiemach muss man annehmen, dass durch das 
Stanniolblatt, obwohl es mit durchbrochen wurde, doch der Ar- 
beitsverbrauch nicht vermehrt, sondern vermindert wurde, was 
einen Widersinn zu enthalten scheint. Ich glaube indessen, dass 
man diese Annahme nicht als widersinnig zu betrachten braucht, 
denn es konmit bei dem Arbeitsverbrauch nicht bloss darauf an, 
welche Körper durchbrochen werden, sondern auch, wie sie 
durchbrochen werden, und die Art der Durchbrechung wird durch 
den zwischen den Kartenblättem eingeschalteten leitenden Körper 
jedenfalls geändert. Aus der grossen Verschiedenheit der übrigen 
in der Tabelle befindlichen Zahlen ersieht man, wie bedeutend die 
durch den Funken verbrauchte Arbeit unter erschwerenden Um- 
ständen werden kann. Ein genaues Maass dieser Arbeit möchte 
sich jedoch hieraus noch nicht ableiten lassen, und ein solches 
besitzen wir meiner Ansicht nach bis jetzt überhaupt noch nicht, 
selbst für den einfachsten und wichtigsten Fall, wo der Funke 
nur durch Luft überspringt. 

Bei oberflächlicher Betrachtung könnte man vielleicht glauben, 
diese Arbeit müsse bei gleicher Dichtigkeit der Luft ein- 
fach der Dicke der durchbrochenen Luftschicht propor- 
tional sein. Wenn man jedoch bei unverändertem Abstände der 
Körper, zwischen denen der Funke überspringen muss, die Ladung 
der Batterie oder die Beschaffenheit des Schliessungsbogens ändert, 
so treten in der Natur der Funken so grosse, schon äusserlich an 
der verschiedenen Stärke des Lichtes und Knalles erkennbare Unter- 
schiede ein, dass man diese Funken in Bezug auf die von ihnen 
verbrauchte Arbeit unmöglich als gleich betrachten kann. 

Femer könnte man vielleicht aus einigen von Riess mitge- 
theilten Beobachtungen i) den Schluss ziehen wollen, die van 
einem durch die Luft überspringenden Funken ver- 
brauchte Arbeit sei überhaupt so gering, dass man sie 
vernachlässigen könne. Riess hat nämlich mit den vorher 



1) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 78. 

8* 



116 Abschnitt IV. 

erwähnten kleinen Scheiben und Kugeln die Versuche auch so an- 
gestellt, dass er sie zuerst in Berührung und dann in verschiedene 
Entfernungen brachte, so dass die Electricität im ersteren Falle 
ohne und in den letzteren Fällen mit Funken überging, und für 
jeden dieser Fälle hat er die in dem Schliessungsbogen unter sonst 
gleichen Umständen erregte Wärme beobachtet. Dabei zeigte sich 
diese Wärme bei der Entfernung im Allgemeinen nur wenig ge- 
ringer, als bei der Berührung, und in einzelnen Fällen sogar etwas 
grösser. Ich glaube indessen, dass diese Beobachtungen zu dem 
obigen Schlüsse noch nicht berechtigen. 

Wir müssen nämlich ausser demjenigen Funken, welcher 
durch die Entfernung der Scheiben oder Kugeln willkürlich her- 
vorgerufen wurde, auch jene anderen betrachten, welche an sich 
schon mit dem Entladungsverfahren verbunden waren. Riess be- 
wirkte die Entladungen, um sie so regelmässig wie mögUch zu 
machen, durch einen eigens dazu construirten Apparat i), welcher 
so eingerichtet war, dass jedesmal zwei Funken übersprangen. 
Nun ergiebt sich aus anderen Versuchen von Riess 2), dass durch 
eine im Schliessungsbogen angebrachte Unterbrechung die Schlag- 
weite an einer anderen Stelle vermindert wird, und folglich müs- 
sen auch im vorliegenden Falle zugleich mit der Hervorbringung 
des einen neuen Funkens zwischen den Scheiben oder Kugeln die 
beiden anderen Funken im Entladungsapparate verkürzt sein, 
woraus man auf eine theilweise Compensation des Arbeitsverbrau- 
ches scliliessen kann. In manchen Fällen waren die beiden letzte- 
ren Funken sogar ganz verschwunden , indem „die Entladung erst 
bei der Berührung der Kugeln des Entladungsapparates eintrat" ^). 
Es war also Ein Funke neu hinzugekommen, und dafiir waren 
zwei früher vorhandene Funken fortgefallen, was eine Verminde- 
rung des Arbeitsverbrauches, und dem entsprechend eine Vermeh- 
rung der Wärmeerzeugung erwarten lässt; und in der That waren 
es gerade diese Fälle, in denen Riess eine erhöhte Wärme 
im Schliessungsbogen beobachtete. Man sieht also, dass es zur 
Erklärung dieser Erscheinungen nicht nothwendig ist, die An- 
nahme zu machen, dass die Grösse des Arbeitsverbrauches bei 
einem^ Funken sehr klein sei, und überhaupt scheinen mir die Ver- 
suche noch keinen sicheren Schluss über diese Grösse zu gestatten. 



1) Pogg. Ann. Bd. 40, S. 339. — ^) Fogg. Ann. Bd. 53, S. 11. 
8) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 79. 



Mech. Aequivalent einer Entladung. 117 

Wenn es somit wegen der in der Gesammtwirkung vorkommen- 
den unbekannten Grössen unmöglich ist, eine quantitativ ge- 
naue Uebereinstimmung der Gleichung (33) mit dem Hauptsatze 
nachzuweisen, so könnte man vielleicht umgekehrt versuchen, 
durch die Annahme beider, und ihre Verbindung mit einander, 
jene unbekannten Grössen, oder wenigstens die Summe derselben 
zu bestimmen, und dazu scheint die Form der von Riess aufge- 
stellten Gleichung (33) allerdings einzuladen. Dabei muss man 
aber bedenken, dass man dieser Gleichung selbst, als einer empiri- 
schen Gleichung, keine absolute Genauigkeit zuschreiben darf, wie 
es auch die von Riess angeführten Zahlen zeigen. Er hat näm- 
lich in zwei Versuchsreihen in den Schliessungsbogen Drähte von 
verschiedener Länge und Dicke eingeschaltet, wodurch sich in dem 
Ausdrucke auf der rechten Seite der Gleichung (33) nur die im 
Nenner befindliche Grösse l änderte , und hat dann jedesmal aus 
der beobachteten Erwärmung die Constante b bestimmt. Die so ge- 
fundenen Werthe weichen in der ersten Reihe zwischen 0,01358 und 
0,01101 und in der zweiten zwischen 0,00000926 und 0,000008400 
von einander ab, und wenn diese Differenzen bei der grossen Ver- 
schiedenheit der eingeschalteten Drähte und bei der Schwierigkeit 
der Versuche auch nicht als bedeutend gelten können, so schei- 
nen sie doch deshalb einige Beachtung zu verdienen , weil sich in 
ihnen eine gewisse Regelmässigkeit zeigt. In beiden Reihen wer- 
den nämlich mit wachsender . reducirter Länge l des Drahtes die 
entsprechenden Werthe von b im Allgemeinen kleiner. 



§. 7. Vergleichung unter Annahme verschiedener 

Ladungen. 

Wir wenden uns nun zu dem zweiten Vergleichspuncte zwi- 
schen der Theorie und der Erfahrung, nämlich zu dem Falle, 
wo der Schliessungsbogen derselbe bleibt, aber die 
Grösse der Batterie und der darauf angehäuften Elec- 
tricitätsmenge geändert wird. 

Auch hier tritt uns der eben besprochene Uebelstand wieder 
entgegen. Da wir nämlich einen Theil der Entladungswirkungen 



1) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 68 und 73. Der grosse Unterschied zwischen 
den Zahlen der ersten und zweiten Reihe beruht auf einer verschiedenen 
Wahl der Einheiten. 
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nicht kennen, so können wir auch nicht angeben, wie derselbe sich 
mit der Grösse der Batterie und der Electricitätsmenge ändert, und 
können daher aus der an Einer Stelle des Schliessungsbogens beob- 
achteten Wirkung noch nicht mit Sicherheit auf die Gesammt- 
wirkung schliessen. Nur in Bezug auf die in den continuirüchen 
Theilen des Schliessungsbogens erzeugte Wärme können wir als 
sicher voraussetzen, dass jede in Einem Theile beobachtete Ver- 
änderung auch in den übrigen Theilen proportional stattfindet 

Wenn nun aber der Schliessungsbogen eine grosse reducirte 
Länge hat, so darf man wohl annehmen, dass der grösste Theil 
der Gesammtwirkung zu seiner Erwärmung verwendet wird , und 
in diesem Falle werden also , wenn die übrigen Wirkungen auch 
von jener Proportionalität abweichen sollten, die dadurch ent- 
stehenden DiiFerenzen verhältnissmässig gering sein, so dass man 
ohne bedeutende Ungenauigkeit die an irgend einer Stelle beob- 
achteten Erwärmungen den entsprechenden Gesammtwirkungen 
proportional setzen kann. 

Nun lässt sich aber die Gesammtwirkung einer vollständigen 
Entladung nach Gleichung (12) durch den Ausdruck 

—q- Const 

darstellen, und dieses ist gerade der Ausdruck, welchen Riess 
für die Erwärmung im Schliessungsbogen experimentell gefunden 
hat, indem die Gleichung (33) vollständig lautet i) : 

(33a) C=^^-^.-^, 

worin a eine Constante ist»). 

§. 8. Unvollständige Entladung. 

Die bisher betrachteten Fälle bezogen sich auf die vollstän- 
dige Entladung. Wir wollen nun den Fall der unvollständigen 
Entladung betrachten. 



1) Pogg. Ann. Bd. 46, S. 23. 

2) Diese Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung wird auch 
schon von Helmholtz angeführt (seine Schrift S. 43), doch ist mir die 
Entwicklung seiner Formel nicht ganz verständlich, indem er darin eine 
Grösse einführt, welche er Ableitungsgrössc nennt, und von welcher er 
sagt, dass sie der Fläche der Batteriebelegung proportional sei, ohne jedoch 
ihre Bedeutung oder den Grund dieser Proportionalität näher anzugeben. 
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Aach in dieser Beziehung besitzen wir messende Versuche 
vonRiess*), welcher eine geladene Batterie dadurch theilweise 
entlad, dass er ihre beiden Belegungen mit den entsprechenden 
ßeleguagen einer anderen ungeladenen Batterie in Verbindung 
setzte, so dass die vorher auf der einen Batterie angehäuften Elec- 
tricitäten sich nun über beide verbreiteten. Er änderte die Ver- 
suche dadurch ab, dass er beide Batterien von verschiedener 
Flascbenzahl nahm, und beobachtete jedesmal die Erwärmung in 
einem oder in beiden Verbindungsbogen. Die Flaschen jeder 
Batterie waren natürlich unter sich gleich, aber leider waren nicht 
auch die Flaschen der einen gleich denen der anderen. Als Re- 
sultat giebt er an, dass die nachfolgende „Formel sich allen beob- 
achteten Erwärmungen an einer constanten Stelle sowohl des in- 
neren als des äusseren Schliessungsbogens vollkommen angeschlos- 
sen" 2) habe : 

(34) C= «^ 



(5 + e -' 



wobei ich nur zur leichteren Vergleichung mit meinen sonstigen 
Formeln die Buchstaben etwas anders gewählt habe, als Riess. 
Es bedeutet nämlich C die beobachtete Wärme, M die angewandte 
Electricitätsmenge, s den Flächenraum der inneren Belegung einer 
Flasche der ersten Batterie und n die Anzahl dieser Flaschen, 
s' und n' dieselben Grössen für die andere Batterie , und endlich 
a eine Constante, welche für den inneren Schliessungsbogen etwas 
grösser genommen werden musste, als für den äusseren , was sich 
daraas erklären lässt , dass sich auf der inneren Belegung etwas 
mehr Electricität befand, als auf der äusseren. 

Wir wollen nun diese Erwärmung mit der Zunahme des Po- 
tentials vergleichen. 

Aus der Gleichung (12) ergiebt sich für das Potential der 
ersten Batterie vor der Entladung, wenn man die Electricitäts- 
menge mit Jf bezeichnet, und für den ganzen Flächenraum S sei- 
nen Werth ns setzt, der Ausdruck: 

(35) ^=T-S- 

um nun zu bestimmen , wie sich die ganze Electricitätsmenge M 



1) Ppgg. Ann. Bd. 80, S. 214. — 2) a. a. 0. S. 217. 
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bei der Entladung über beide Batterien vertheilt, kennt man die 
Bedingung, dass auf den verbundenen Belegungen die Potential- 
functionen gleich sein müssen. Seien nach der Entladung Fi und 
Fl die Potenüalfunctionen auf den inneren Belegungen, und Mi 
und Ml die gesuchten, auf ihnen befindlichen Electricitätsmengen, 
so hat man nach (10): 

ns 



Fi' =k 



nV 



worin k' dieselbe Grösse für die Flaschen der zweiten Batterie ist, 
wie X; für die der ersten. Setzt man diese beiden Ausdrücke ein- 
ander gleich, und bedenkt, dass: 

Ml +Mi' = M 
sein muss, so erhält man: 



(36) 



Ml = 



ns 
T 



na . ns 



rrfM 



Ml = 






ns . ns 



rr-M". 



Hieraus ergiebt sich weiter, wenn Wi das Gesammtpotential bei- 
der Batterien nach der Entladung ist: 



(37) 



Fl - i {Ml Fl 4- M{ Fl') = 



IM' 



ns I 



n's' 



k' 



und somit erhält man als Abnahme des Potentials: 



(38) 



W— Wi = 



1 k' s' ^ 

/n , k s'\ 
[n'-^Wj)*'' 



1 Ä» 



Die Grösse -ö- t? • — ist für die ganze Versuchsreihe constant, und 
man kann also schreiben: 
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(39) w- w^= _ ^,:^^, 



U + F'TJ"* 



Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem von Riess für die 
Erwärmung gegebenen (34), so zeigt sich, dass man, um beide ein- 
ander proportional zu machen, nur anzunehmen braucht, dass in 
den Flaschen beider Batterien, obwohl sie nicht gleich waren, 
doch die Grössen Je und lif nahe denselben Werth hatten, und 
diese Annahme wird noch insbesondere dadurch gerechtfertigt, 
dass Riess weiterhin ^) anfuhrt, er habe durch directe Messungen 
gefunden, dass bei der Verbindung die Electricität sich über 
beide Batterien nach dem Verhältnisse der Oberflächen vertheilte, 
was nach den Gleichungen (36) nur dann der Fall sein konnte, 
wenn h = h' war »). 

Riess änderte die Versuche auch dadurch ab, dass er den 
Schliessungsbogen verlängerfe, und beobachtete die dabei statt- 
findende Abnahme der Wärme an einer bestimmten Stelle. Die 
Resultate dieser Beobachtungen stinamen im Allgemeinen mit den 
schon oben besprochenen überein, imd wir wollen sie daher hier 
übergehen und ebenso einige andere in demselben Aufsatze noch 
angeführte Versuche. 



1) A. a. 0. S. 220. 

^) Da die Grössen k und k* dem Obigen nach von den Glasdicken 
beider Batterien abhängen, so schien es mir von Interesse zu sein, diese 
Dicken kennen zu lernen, und ich habe daher, während der Aufsatz, in 
welchem ich diese Entwickelungen gemacht hatte, schon in Pogg. Ann. 
gedruckt wurde, noch Hm. Riess ersucht, eine Messung derselben anzu- 
stellen, worauf er so gut gewesen ist, mir folgende Mittheilung zu 
machen. In den kleinen Flaschen (denen der zweiten Batterie) variirt die 
Glasdicke bedeutend und ist im Mittel ly^ pariser Linien. Die grossen 
Flaschen (die der ersten Batterie) hat er nicht selbst messen können, da 
sie oben geschlossen sind, und er hat dafür zwei überzählige Flaschen 
derselben Art, die zur Vorsicht mit den im Gebrauch befindlichen zu 
gleicher Zeit angefertigt worden sind, gemessen; das Glas ist in diesen 
nahe gleich und iVs Linien dick. Da eine absolute.Gleichheit der Glas- 
dicken unter den von Hrn. Riess angeführten Umständen nicht zu erwarten 
war, und auch durch die angenommene Gleichheit der Grössen k und k' 
nicht nothwendig bedingt ist, indem die letzteren ausser von der Glas- 
dicke auch von der Natur des Glases und in einem gewissen, obwohl nur 
untergeordneten Grade von der Gestalt und Grösse der Flaschen abhängen, 
so glaube ich, dass man die üebereinstimmung der Zahlen l'/g und IV3 
als genügend betrachten kann. 
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(40) 



§. 9. Gleichungen für die Gascadenbatterie. 

Es möge nun noch dieFranklin'sche sogenannte Gascaden- 
batterie oder Flaschensäule betrachtet werden. Sie besteht 
bekanntlich aus einer Anzahl einzelner Flaschen oder ganzer Bat- 
terien, welche isolirt und dann so unter einander verbunden sind, 
dass die äussere Belegung der ersten mit der inneren der zweiten, 
die äussere der zweiten mit der inneren der dritten u. s. f. in lei- 
tendem Zusammenhange stehen. Nur die innere Belegung der er- 
sten und die äussere der letzten Batterie sind frei , und diese wer- 
den bei der Ladung wie die innere und äussere Belegung einer 
einzelnen Batterie behandelt. 

Nachdem diese Ladung stattgefunden hat, mögen die Electri- 
citätsmengen , welche sich auf den beiden Belegungen der einzel- 
nen Batterien befinden , und die entsprechenden Fotentialniveaux 
der Reihe nach mit 

Ml, Ni] Jlifa, 'N2 ; Jfa, JV3 etc. 

Fl, Gl] F,, Ga; F3, <?3etc. 

bezeichnet werden. Da nun, wenn der inneren Belegung der er- 
sten Batterie von einem Conductor positive Electricität zugeführt 
wird, die äussere Belegung dieser Batterie ihre negative Electri- 
cität nur von der inneren der zweiten erhalten kann, und diese 
dadurch positiv geladen wird, so hat man: 

und da femer zwei Körper, welche leitend mit einander verbunden 
sind, gleiche Fotentialniveaux haben müssen, so hat man für die- 
selben beiden Belegungen: 

und zwei eben solche Gleichungen gelten für jedes andere Paar 
verbundener Belegungen, so dass folgende Reihe von Gleichungen 
gegeben ist: 

au I ^1 = - ^2; iVa = - Jf3; N,=^M, etc. 
^ ^ lffi = i^2; G2 = F,', G, = F,etxi. 

Ausserdem stehen für jede Batterie die Grössen M, N, F und 
G in solcher Beziehung zu einander, dass durch je. zwei derselben 
die beiden anderen bestimmt sind. Man kann nämlich gemäss 
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den Gleichungen (51) des vorigen Abschnittes für eine aus n glei- 
chen Flaschen bestehende Batterie setzen : 



(42) 



N = n(j — a\(G — F) + nßG. 



Mittelst der Gleichungssysteme (41) und (42) kann man, so- 
bald zwei der Grössen (40) gegeben sind, die übrigen bestimmen, 
und daraus dann weiter auch das Potential der gesammten Klec- 
tricität auf sich selbst berechnen. 

Zur Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung besitzen 
wir messende Versuche von Dove^) und Riess*). Die von ihnen 
angestellten Versuche bestehen bei beiden aus zwei verschiedenen 
Reihen. Bei der ersten war die Flaschenzahl in allen verbunde- 
nen Batterien gleich, aber die Anzahl der angewandten Batterien 
wurde geändert; bei der zweiten dagegen blieb die Anzahl der 
angewandten Batterien dieselbe, nämlich immer nur zwei, aber 
in jeder dieser Batterien wurde die Flaschenzahl geändert 



§. 10. Gascadenbatterie aus zwei ungleichen 

Elementen. 

Wir wollen zunächst die zweite der genannten Versuchsreihen 
betrachten und mit der Theorie vergleichen. 

Die Anordnung der Versuche war so getroflfen, dass beide als 
Elemente der Gascadenbatterie dienende Batterien isolirt, und die 
innere Belegung der ersten mit dem Conductor der Electrisir- 
maschine, die äussere der zweiten mit einer L an e' sehen Maass- 
flasche verbunden waren. Demnach war durch die Anzahl der 
Funken der Maassflasche die Electricitätsmenge der zweiten äusse- 
ren Belegung gegeben, und zugleich kann man das Potentialniveau 
dieser Belegung nach dem Ueberspringen jedes Funkens der Maass- 
flasche gleich Null setzen, wobei nur die Potentialfunction des jedes- 
mal in der Maassflasche bleibenden Rückstandes vernachlässigt ist. 

Es sind also, wie oben gefordert wurde, zwei von den Grössen 
(40) bekannt, und um aus diesen die übrigen abzuleiten, kann 



1) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 406. — a) Pogg. Ann. Bd. 80, S. 349. 



124 Abschnitt IV. 

man von der zweiten äusseren Belegung nach einander zur zwei- 
ten inneren, zur ersten äusseren und endlich zur ersten inneren 
fortschreiten. Man erhält auf diese Weise, wenn man die durch 
die Maassflasche gemessene Electricitätsmenge mit — Q und die 
Flaschenzahlen der beiden Batterien mit rii und n^ bezeichnet, und 
alle Flaschen als gleich voraussetzt , unter Vernachlässigung von 
Gliedern höherer Ordnungen in Bezug auf k, folgende Reihe von 
Gleichungen: 

G, = 

N, = -Q 

jif, = (i + « A) <? 

Bildet man nun zur Bestimmung des Potentials der ganzen 
zusammengesetzten Batterie die Gleichung: 

und setzt darin die vorstehenden Ausdrücke ein, so erhält man : 

Will man sich mit einem geringeren Grade von Genauigkeit be- 
gnügen, und eine Grösse, welche im Verhältnisse zum Ganzen von 
der Ordnung 1c ist, vernachlässigen, so kann man schreiben: 

(43.) ^=(l + l)^e'. 

Da nach der Entladung das Potential Null ist, so ist TT die 
bei der Entladung stattfindende Abnahme des Potentials, und 
wenn wir wieder, wie früher, annehmen, dass unter sonst glei- 
chen Umständen die Erwärmung an einer einzelnen Stelle des 
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Scbliessongsbogens der Gesammtwirkung proportional sei, so kön- 
nen wir schreiben: 



(44) 






worin C die erzeugte Wärme und A eine Constante ist. 

Vergleichen wir diese Formel mit den Beobachtungsresulta- 
ten, so finden wir zunächst die Proportionalität der erzeugten 
Wärme mit dem Quadrate der angewandten Electricitätsmenge 
auch hier, wie in allen anderen Fällen, bestätigt. Was aber die 
Abhängigkeit der Wärme von den Flaschenzahlen tii und n, be- 
trifft, so giebt Dove dafür eine andere Formel. Bezeichnen wir 
nämlich die ganzen Flächenräume der Belegungen der beiden Bat- 
terien, also niS und n^s, mit Si und ^2, so geht (44) über in: 

(45) = ^.(^ + ^)1, 
und statt dessen giebt Dove die Formel: 

(46) C = Ä' ,, ^ 1). 

Die von ihm mitgetheilten Yersuchsresultate schliessen sich auch 
sehr gut seiner Formel an, dagegen stimmen die späteren Ver- 
suche von Riess besser mit der meinigen, wie die nachstehenden 
Tabellen zeigen. 

Es wurde nämlich von beiden Beobachtern *) ein Mal n^ con- 
stant gelassen und ni so geändert, dass nach einander 

ni = Wa, = 2n,, = Snj und = ^n^ 

war; ein anderes Mal wurde ni constant gelassen und n^ so geän- 
dert, dass nach einander 

n2 = Wi, = 2ni, = 3ni und = 4ni 

war. Um die Resultate besser vergleichen zu können, habe ich in 
beiden Fällen die Erwärmung, welche bei dem ersten Versuche, 
wo fii = n2 war, beobachtet wurde, als Einheit genommen, und 
darauf die übrigen Erwärmungen reducirt. Bei Riess, welcher 
jedesmal zwei Beobachtungswerthe anfuhrt, habe ich die Mittel- 
zahlen genommen. 



1) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 419. 

2) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 417 und Bd. 80, S. 356. 
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(I.) Tii veränderlich, n2 constant. 





Erwärmungen 


Wj 


berechnet 


beobachtet 




nach Dove's 
Formel. 


nach 
Formel (45). 


von 
Dove. 


von 
Biess. 


^2 


1 


1 


1 


1 


2ng 


0-71 


0-75 


0-72 

* 


0-76 


3 na 


0-58 


0-67 


0-59 


0-69 


4^2 


0-50 


0-63 


0-51 


0-66 



(IL) W2 veränderlich, w^ constant. 



-■» — 


Erwärmungen 


Wg 


berechnet 


beobachtet 




nach Dove's 
Formel. 


nach 
Formel (45). 


von 
Dove. 


von 
Biess. 


Wl 


1 


1 


1 


1 


2ni 


0-71 


0-75 


071 


0-78 


3wi 


0-58 


0-67 


0-60 


0-72 


4wi 


0-50 


0-63 


0-50 


0-68 



Man sieht, dass in der ersten Tahelle zwischen den Zahlen 
der dritten und fünften Columne eine genügende Uebereinstim- 
mung stattfindet. In der zweiten Tabelle sind die Differenzen 
allerdings etwas bedeutender, wenn man aber bedenkt, wie schwie- 
rig es sein würde, die in der theoretischen Formel vorausgesetzten 
Bedingungen, besonders die der vollkommenen Isolation, genau zu 
erfüllen , und dass auch selbst für diesen Fall die Formel nur als 
eine angenähert richtige aufgestellt ist, so wird man auch diese 
Differenzen nicht für die Theorie bedenklich finden, und dabei 
muss noch bemerkt werden, dass alle Zahlen der fünften Co- ' 
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lumne grösser sind, als die Ergebnisse meiner Formel, während 
sie, um sich der Do ve' sehen Formel zu nähern, kleiner sein 

müssten. 



§. 11. Gascadenbatterie aus mehreren gleichen 

Elementen. 

Wir wenden uns nun zu der anderen oben erwähnten Reihe 
von Versuchen, bei welcher die zur Gascadenbatterie verbundenen 
Elemente (einzelne Flaschen oder aus einigen Flaschen bestehende 
Batterien), unter einander gleich waren, ihre Anzahl aber ver- 
schieden genommen wurde. Dove und Riess wandten drei oder 
vier gleiche Flaschen oder Batterien als Elemente an , welche bei 
der Ladung immer alle zu einer Gascadenbatterie vereinigt waren. 
Während die Entladung entweder an der ersten allein, oder an den 
beiden ersten zusammen, oder an den drei ersten zusammen etc. 
vorgenommen wurde. Bei jeder Entladung wurde die Erwärmung 
im Schliessungsbogen beobachtet. 

Um für eine aus beliebig vielen gleichen Elementen bestehende 
Gascadenbatterie die Potentialniveaux aller einzelnen Belegungen 
und die auf ihnen befindlichen Electricitätsmengen zu bestimmen, 
wenn zwei dieser Grössen gegeben sind, können wir wieder die 
Gleichungssysteme (41) und (42) anwenden. Wir wollen uns aber 
jetzt bei dieser Bestimmung mit dem geringeren Grade von Ge- 
nauigkeit begnügen, welchen man erhält, wenn man bei jeder der 
Grössen nur das erste Glied berücksichtigt. Dann sind die Elec- 
tricitätsmengen auf allen Belegungen den absoluten Werthen nach 
als gleich zu betrachten, und sie lassen sich daher, wenn wir die 
auf der letzten äusseren Belegung befindliche Electricitätsmenge 
wieder mit — Q bezeichnen, von dieser anfangend der Reihe nach 
durch — ft + ö' — Q^ -\- Q ®tc. darstellen. Für die Potential- 
niveaux erhalten wir, wenn das Potentialniveau der letzten äusse- 
ren Belegung gleich Null ist, von diesem anfangend der Reihe 
nach folgende Werthe : 

ü, tC -Q , n/ "q" , Z fC -q" , ^ w "q" » ^ '•' TT etc. 

Was nun das Potential der gesammten Electricität auf sich 
selbst für eine Gascadenbatterie von irgend einer Anzahl von Ele- 
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menten anbetrifft, so ist zu bemerken, dass bei dem Grade von 
Genauigkeit, mit welchem wir uns begnügt haben, die Potentiale 
der einzelnen als Elemente angewandten Flaschen oder Batterien 

alle unter einander gleich sind, indem jedes durch ~ • -^ dar- 
gestellt wird. Wendet man also bloss Ein Element, oder eine 
Verbindung von zwei, drei etc. Elementen an, so erhält man als 
Potentiale die Werthe : 

Diese im Verhältnisse der ganzen Zahlen 1, 2, 3 etc. fort- 
schreitenden Werthe sind es, welche bei den von Dove und Riess 
nach einander vorgenommenen Entladungen die von den electri- 
schen Kräften geleisteten Arbeitsgrössen darstellen, und mit ihnen 
müssen daher die beobachteten Erwärmungen verglichen werden. 

Dabei darf man aber in dieser Versuchsreihe nicht eine so 
nahe Uebereinstimmung erwarten, wie in der vorher besprochenen, 
indem bei diesen Versuchen einige Uebelstände hervortreten, welche 
zwar auch bei den anderen nicht ganz fehlten, aber doch dort 
nicht so einüussreich sein konnten, als hier. Darunter ist beson- 
ders der hervorzuheben, dass durch jede bei der Entladung neu 
hinzugenommene Batterie auch der Schliessungsbogen verlängert 
wird. In der vorher betrachteten Versuchsreihe wurden nämUch 
bei der Vermehrung der Flaschen einer Batterie die neuen Fla- 
schen neben den schon vorhandenen eingeschaltet, und wenn da- 
her auch durch sie und ihre Verbindungsdrähte das unter der Ein- 
wirkung der electrischen' Entladung stehende Körpersystem ver- 
grössert wurde, so war diese Vergrösserung doch nicht als eine für 
sich bestehende Verlängerung des Schliessungsbogens zu rech- 
nen, und ich habe deshalb diesen Umstand vorher unberücksichtigt 
gelassen, ebenso wie den ähnlichen früher bei der Vermehrung der 
Flaschen einer einzelnen Batterie. Bei der jetzt betrachteten Ver- 
suchsreihe dagegen ist jede neu hinzugenommene Batterie hinter 
den anderen eingeschaltet, so dass der zu ihr führende Zwischen- 
draht und ihre beiden Belegungen selbständige Theile des 
Schliessungsbogens bilden. 

Hieraus folgt, dass die Annahme, welche wir früher bei gleich- 
bleibendem Schliessungsbogen gemacht haben, dass die Wänne- 
erregung an einer einzelnen Stelle der Gesammtwirkung propor- 
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tional sei, auf den Fall, wo die letztere durch Vermehrung der 
Elemente einer Cascadenbatterie vergrössert wird, nicht als gleich 
nahe richtig angewandt werden darf, sondern dass in diesem Falle 
das Verhältniss der beobachteten Wärmeerregungen ein etwas ge- 
ringeres sein muss. Da sich nun aus den obigen Gleichungen die 
Gesammtwirkung oder die Abnahme des Potentials der Anzahl der 
zusammen entladenen Elemente proportional ergiebt, so muss man 
Ton einem in dem Schliessungsbogen befindlichen electrischen 
Thermometer bei stufenweiser Vermehrung der. Elemente Anzei- 
gen erwarten, die etwas hinter den auf einander folgenden ganzen 
Zahlen zurückbleiben. 

In den von Dove^) mitgetheilten Versuchen tritt dieser Un- 
terschied zwar nicht hervor, indem er bei vier Batterien für die 
Erwärmungen gerade die Zahlen 1, 2, 3 und 4 anführt Die Ver- 
suche von Riess^) dagegen zeigen sogar eine ziemlich bedeu- 
tende Abweichung, indem bei vier Flaschen die Zahlen, statt von 
1 bis 4, immer nur von 1 bis etwa 3, und bei drei Batterien, statt 
von 1 bis 3, nur von 1 bis 2,5 wachsen. Ein bestimmtes Gesetz 
lässt sich über diese Zahlenreihe natürlich nicht aufstellen, indem 
dieselbe sehr von der Beschaffenheit der angewandten Batterien 
und der Zwischenverbindungen abhängen muss. 

Die Richtigkeit der im Vorigen gemachten Annahme, dass 
jede Verbindung je zweier Elemente als ein selbständiger Theil 
des Schliessungsbogens zu betrachten sei, ergiebt sich übrigens 
noch insbesondere daraus, dass nach den Beobachtungen beider 
Physiker die Erwärmung in diesen Zwischendrähten nahe ebenso 
stattfindet, wie im HauptschliAssungsbogen , und dass durch die 
Einschaltung eines schlechten Leiters in eine der Zwischenverbin- 
dungen die Erwärmung irgend einer Stelle des Hauptbogens nahe 
ebenso vermindert wird, als wenn jener Leiter in den Hauptbogen 
selbst eingeschaltet wäre. 

Diesen letzteren Umstand muss man wohl berücksichtigen, 
wenn man sich von der bei der Vermehrung der Elemente einer 
Cascadenbatterie stattfindenden Zunahme der im Ganzen erzeug- 
ten Wärme Rechenschaft geben will. Hat man z. B. eine Cascaden- 
batterie von vier Elementen, so kommen in dieser vier getrennte 
Theile des Schliessungsbogens vor, der Hauptbogen, welcher die 
erste innere Belegung mit der letzten äusseren verbindet, und die 



1) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 408. — 2) Pogg. Ann. Bd. 80, S. 351. 

Clan Bin«, mech. Wftnnethaorie. II. ^ 
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drei Zwischenstücke, welche je eine äussere Belegung mit der 
nächsten inneren Belegung verbinden. Da man nun in jedem die- 
ser, yier Verbindungsbogen ein electrisches Luftthermometer ein- 
schalten kann, und darin jedesmal eine Wärmemenge erhält, die 
sich der vierfachen von derjenigen , welche ein einzelnes Element 
hervorbringen würde, wenigstens nähert, so könnte man vielleicht, 
wie es in der That geschehen ist, den Schluss ziehen, dass man 
bei gleichzeitiger Einschaltung von electrischen Luftthennometem 
in allen vier Verbindungsbogen angenähert die sechszehnfache 
Wärmemenge erhalten würde. Dabei ist aber zu bedenken, dass 
wenn nur Ein Luftthermometer, dessen Draht eine bedeutende 
reducirte Länge hat, eingeschaltet ist, fast die ganze Wirkung der 
Entladung sich in ihm concentrirt; wenn aber vier Luftthermome- 
ter eingeschaltet sind , die Wirkung sich über alle vier verbreiten 
und daher in jedem einzelnen entsprechend geringer werden muss. 
Die gesammte- Wärmeerzeugung kann nicht grösser sein, als die 
bei der Entladung eingetretene Abnahme des Potentials, und diese 
ist dem Obigen nach bei einer Batterie von vier Elementen nicht 
sechzehnmal, sondern viermal so gross als bei einem einzelnen Ele- 
mente. 

Fassen wir nun das Ergebniss aller bisher untersuchten Fälle 
zusammen, so sind die meisten derselben allerdings zu complicirt, 
um eine ganz strenge Vergleichung mit der Theorie zuzulassen; 
so weit aber die Vergleichung möglich war, ist sie immer zu Gun- 
sten des Hauptsatzes ausgefallen, und mir ist auch sonst keine 
experimentell feststehende Thatsache bekannt, welche gegen die- 
sen Satz spräche. Ich glaube daher, dass man denselben, sofern 
er dessen neben seiner theoretischen Begründung überhaupt noch 
bedarf, auch durch die Erfahrung als bestätigt ansehen kann. 



ABSCHNITT V. 



Arbeit und Wärmeerzeugung bei einem stationären 

eleotrischen Strome. 

§. 1. Eigenthfimlichkeit des zu betrachtenden 

Fallea 

Im vorigen Abschnitte wurden die Wirkungen der Electri- 
dtätsbewegung in einem Falle betrachtet, welcher in einer gewis- 
sen Beziehung besonders einfach ist Es wurde nämlich voraus- 
gesetzt, dass sowohl der Anfangs- als auch der Endzustand 
der Electridtät ein Ruhezustand sei Für diesen Fall brauchte 
man den Verlauf der Bewegung, durch welche die Electridtät aus 
dem einen Zustande in den anderen übergeht, gar nicht zu be- 
trachten, sondern es genügte, das Potential der gesammten Elec- 
tricität auf sich selbst für jeden der beiden Ruhezustände zu ken- 
nen, indem die während des Ueberganges von den electrischen 
Kräften geleistete Arbeit einfach durch die Differenz dieser beiden 
Potentiale dargestellt wird. Jetzt wollen wir dagegen die Elec- 
tricität in der Bewegung selbst betrachten, wollen dabei aber an- 
dere vereinfachende Annahmen machen. Wir wollen die Bewe- 
gung als eine stationäre voraussetzen, worunter wir eine solche 
verstehen, bei der der Bewegungszustand des betrachteten Sy- 
stemes im Verlaufe der Zeit immer derselbe bleibt, oder wenig- 
stens nur solche Aenderungen erleidet, deren Zeitdauer gegen die 
bei der Beobachtung in Betracht konunenden Zeiten so klein ist, 
dass man es bei der Beobachtung nur mit einem mittleren Bewe- 
gnngszustande zu thun hat, welcher unveränderlich ist. Eine 
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solche stationäre Bewegung findet bei einem galvanischen und 
thennoelectrischen Strome statt , und mit Strömen dieser Art wol- 
len wir uns jetzt beschäftigen. Dabei wollen wir noch eine Be- 
schränkung einfuhren. Wir wollen nämlich nicht gleich den gan- 
zen Stromkreis mit Einschluss der Stellen, wo die electromotori- 
schen Kräfte wirken , und mit den diese Kräfte erzeugenden Vor- 
gängen betrachten, sondern wollen die Betrachtung auf ein sol- 
ches Leiterstück beschränken, in welchem keine electromotorische 
Kraft ihren Sitz hat, und welches durch den Strom keinerlei che- 
mische oder mechanische Verändenmgen erleidet. Auch wollen 
wir voraussetzen, dass keinerlei inducirende Wirkungen zwischen 
dem betrachteten Leiter und anderen Leitern oder Magneten 
stattfinden. 

In diesem Falle ist die einzige Wirkung, welche der electrische 
Strom hervorbringt, eine Erwärmung des Leiters. Die Gesetze die- 
ser Wärmeerzeugung sind für den einfachsten Fall , wo der Leiter 
ein Draht ist, empirisch von Joule i), Lenz^) und Becquerel^) 
ermittelt, welche gefunden haben, dass die während der Zeiteinheit 
in einem Drahte erzeugte Wärme proportional seinem Leitungs- 
widerstande und dem Quadrate der Stromintensität ist. Es han- 
delt sich nun darum, die in dem Leiter von den electrischen Kräf- 
ten gethane Arbeit und die in Folge dessen erzeugte Wärme vom 
allgemeinen theoretischen Gesichtspuncte aus zu betrachten und 
mit den im vorigen Abschnitte betrachteten Wirkungen in Zu- 
sammenhang zu bringen. 



§. 2. Das Ohm'sche Gesetz und die Kirchhoff'sche 

Deutung desselben. 

Das Ohm' sehe Gesetz, soweit es sich auf die Vorgänge inner- 
halb eines homogenen Leiters bezieht, lässt sich ganz allgemein 
in folgender Weise aussprechen. Sei dcD irgend ein Flächen- 
element innerhalb des Leiters, N die Normale darauf und ida 
die Electricitätsmenge, welche während der Zeiteinheit hindurch- 
strömt, worin i positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem 



1) Phil. Mag. S. 3, V. 19, p. 264 und Ser. 4, V. 3, p. 486. 

2) Pogg. Ann. Bd. 61, S. 44. 

8) Ann. de chim. et de phys. S. 3, T. 9, p. 21. 
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die Electridtät von der in Bezug auf N negativeii Seite nach der 
positiven oder umgekehrt strömt, so gilt die Gleichung: 

worin k das Leitungsvermögen des I^örpers bedeutet, und V eine 
Function ist, welche, sobald der stationäre Zustand des Stromes 
eingetreten ist, nur von den Raumcoordinaten abhängt 

Es muss nämlich in jedem Puncto des durchströmten Leiters 
eine Kraft wirken, welche die Electricität trotz des Widerstandes, 
den sie fortwährend zu überwinden hat, doch in Bewegung erhält, 

und der negative Differential-Coefficient — ^-^ stellt offenbar die 

in die Richtung der Normale N fallende Componente dieser Kraft 
dar. Im Uebrigen aber war die physikalische Bedeutung der 
Function V früher zweifelhaft. Ohm nennt nämlich die durch 
diese Function dargestellte Grösse die electroskopische Kraft, 
nnd definirt sie als die Dichtigkeit der Electricität an dem be- 
treffenden Puncto des Leiters >). Gegen diese Ansicht hat aber 
Eirchhoff ^) mit Recht eingewandt, dass sie mit einem bekannten 
electrostatischen Satze geradezu im Widerspruche stehe. Nach ihr 
mässte nämlich die Electricität in einem Leiter in Ruhe bleiben, 
wenn sie durch den ganzen Rauminhalt desselben mit gleicher 
Dichtigkeit verbreitet wäre , während es doch hinlänglich bekannt 
ist, dass die getrennte (d« h. nicht mit einer gleichen Menge 
entgegengesetzter Electricität verbundene) Electricität eines Kör- 
pers, von welcher allein hier die Rede sein kann, da nur sie eine 
Kraft ausübt, im Zustande der Ruhe nur über die Oberfläche 
des Körpers verbreitet ist. 

Dieser Einwand könnte vielleicht Misstrauen gegen die 
theoretische Zulässigkeit des Ohm 'sehen Gesetzes überhaupt ein- 
flössen, doch hat Kirchhoff selbst sogleich gezeigt, dass das Ge- 
setz auch mit den Grundsätzen der Electrostatik sehr wohl in 
Einklang zu bringen ist, und welche Bedeutung man zu dem 
Zwecke der Function V beilegen muss. 



1) Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet von Dr. G. S. Ohm, 
S. 95 and an anderen Stellen. 
3) Pogg. Ann. Bd. 78, S. 506. 



134 Abschnitt V. 

Wie schon gesagt, stellt — ^-j^ die in die Richtung von 'S 

fallende Componente der in dem betrachteten Puncte auf eine dort 
gedachte Electricitätseinheit wirkende Exaft dar^ und ebenso wer- 
den natürlich auch die in die Sichtungen der drei Goordinaten- 

axen fallenden Componenten durch — ^— , — •^— und — -5— dar- 

ox oy oz 

gestellt. Das deutet darauf hin , dass die Kraft von Anziehungen 
und Abstossungen herrührt, welche von festen Puncten ausgehen, 
und von denen jede ihrer Stärke nach nur von der Entfernung 
und nicht von der sonstigen Lage des wirksamen Punctes abhängt, 
wobei freiUch das Gesetz dieser Abhängigkeit noch willkürlich 
bleibt. Aber auch dieses letztere lässt sich aus anderen Gründen 
schliessen, indem solche Anziehungen «und Abstossungen in unse- 
rem Falle offenbar nur von der Electricität selbst ausgeübt wer- 
den können, und für deren Anziehungen und Abstossungen das 
Gesetz des umgekehrten Quadrates der Entfernung gilt 
Daraus folgt, dass die Function V einfach als die Potential- 
function der gesammten getrennten Electricität zu be- 
trachten ist 1). 

Hierdurch ist der oben erwähnte Widerspruch gehoben, denn 
bei dieser Bedeutung der Function V ist die Gleichung V = const, 
welche in Folge von (1) ausdrückt, dass kein Strom stattfinde, 
dieselbe, welche auch aus der Electrostatik als Bedingungsgleichung 
für den Gleichgewichtszustand bekannt ist. 



§. 3. Anordnung der getrennten Electricität und electri- 
scher Zustand im Inneren des Leiters. 

Aus der vorstehend angegebenen Bedeutung von V lässt sich, 
wie Kirchhoff gezeigt hat, leicht bestimmen, wo sich während 
eines stationären Stromes die getrennte Electricität befindet. Soll 
nämlich der Strom stationär sein, so muss die in jedem Baum- 
elemente enthaltene Electricitätsmenge constant, und also die wäh- 



1) Ich habe daher für diese Function, welche Ohm und Kirchhoff 
mit K bezeichnen, von vornherein den Buchstaben V gewählt, weil ich 
diesen in meinen sonstigen Untersuchungen für die Potentialfunction ge- 
braucht habe. 
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rend irgend einer Zeit einströmende Electridtätsmenge gleich der 
ausströmenden sein. Betrachten wir nun ein beim Puncte (x^ y, 0) 
liegendes Element dxdydz^ so ist nach Gleichung (1) die wäh- 
rend der Zeiteinheit durch die erste der beiden Flächen dydz in 
das Element einströmende Menge 

= - ^^y^' fc' 

and die durch die gegenüberliegende Fläche ausströmende Menge 

also der Ueberschuss der ersteren über die letztere 

= Jcdxdyda r— r* 
^ dx^ 

Ebenso erhält man für das Flächenpaar dx dz den Ueberschuss: 

8«F 
hdxdydz ^, 

und für das Flächenpaar dx dy : 

hdxdydz -^-j* 

Die Summe dieser drei Ausdrücke giebt den Ueberschuss der gan- 
zen in das Element einströmenden Electricitätsmenge über die 
aasströmende, und da dieser Ueberschuss Null sein muss, so er- 
hält man : 

8»F S«K S'F 
^"^^ dx^'^ dy»"^" dz^ ~^' 

Ans dieser Gleichung folgt nun aber nach einem bekannten Satze 
über die Potentialfunction, dass der Punct (x^ y, z) sich ausser- 
halb derjenigen Electricitätsmengen, von welchen V die Potential- 
function ist, befinden muss, und da dasselbe von allen Puncten des 
Leiters gilt, so folgt weiter, dass die getrennte Electricität sich 
überhaupt nicht innerhalb des Leiters befinden kann, und sie kann 
daher während eines stationären Stromes, ebenso wie im Gleich- 
gewichtszustande, nur an der Oberfläche angehäuft sein. 

Den Umstand, dass die im Inneren des Leiters strömende 
Electricität keine Anziehung oder Abstossung ausübt, muss man 
je nach der Hypothese, dass es zwei Electricitäten oder nur eine 
Electricität gebe, verschieden deuten. Bei der ersten Hypothese 
muss man annehmen, dass sich in jedem Raumelemente innerhalb 
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des Leiters stets gleich viel von beiden Electridtäten befinde. Bei 
der anderen Hypothese, bei welcher vorausgesetzt wird, dass ein 
Raümelement eines Körpers, wenn es eine gewisse normale Quan- 
tität von Electricität enthalte, auf ein fremdes Electricitätstheil- 
chen keine Wirkung ausübe, indem die Abstossung der Electrici- 
tät durch irgend eine andere Kraft compensirt werde, und dass 
erst dann eine wirksame Abstossung oder Anziehung eintrete, 
wenn das Baumelement zu viel oder zu wenig Electricität enthalte, 
muss man annehmen, dass sich während eines stationären Stromes 
in jedem Raumelemente innerhalb des Leiters fortwährend die 
normale Electricitätsmenge befinde. 

Bei der ersten Hypothese, dass es zwei Electricitäten gebe, 
kann man aber in Bezug auf ihr Verhalten noch verschiedene An- 
nahmen machen. Wenn man beide Electricitäten als gleich be- 
weglich betrachtet, so muss man schliessen, dass sie sich beide 
mit gleichen Geschwindigkeiten nach entgegengesetzten Seiten be- 
wegen. Man kann aber auch, wie es von G. Neumann geschehen 
ist, die Annahme machen, dass nur Eine der beiden Electricitäten, 
etwa die positive, in der Weise beweglich sei, dass sie ini festen 
Leiter strömen könne, und dass die negative Electricität fest an 
die ponderablen Atome gebunden sei. Diese Annahme stimmt in 
Bezug darauf, dass der galvanische Strom nur aus einer einfachen 
Bewegung, nämlich der Bewegung der positiven Electricität be- 
steht, mit jener anderen Hypothese, dass es nur Eine Eleciaicität 
gebe, überein; sie ist aber im Uebrigen für die mathematische Be- 
handlung bequemer, indem die von der ruhenden festen Electrici- 
tät ausgeübten Kräfte sich in bestimmter und einfacher Weise 
ausdrücken lassen. 

Wir v^ollen im Folgenden immer nur Eine Electricität als 
strömend annehmen. Die Gültigkeit der in diesem Abschnitte vor- 
kommenden Schlüsse ist aber von dieser Annahme ganz unab- 
hängig. Um alle hier vorkommenden Betrachtungen der anderen 
Annahme, dass beide Electricitäten gleich beweglich seien, anzu- 
passen, braucht man immer nur statt Eines Stromes, welcher wäh- 
rend der Zeiteinheit durch eine gegebene Fläche die Electricitäts- 
menge Q nach Einer Eichtung fuhrt, zwei Ströme, welche die 
Electricitätsmengen | Q und — ^ Q nach entgegengesetzten Rich- 
tungen führen, zu substituiren, und dann dieselben Schlüsse, welche 
sich hier auf den einen Strom beziehen, auf beide Ströme einzeb 
anzuwenden. 
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Femer mvas noch ein anderer Umstand hier zur Sprache ge- 
bracht werden. Es sind im Vorigen bei Besprechung der Kraft, 
welche die bewegte Electricität erleidet, nur die gewöhnlich be- 
trachteten Kräfte berücksichtigt, welche die Electridtätstheilchen 
unabhängig von ihrer Bewegung auf einander ausüben. Nun üben 
aber bewegte Electridtätstheilchen auch solche Kräfte auf einan- 
der aus, die nur durch ihre Bewegung entstehen, und welche wir 
kurz electrodynamische Kräfte nennen wollen« Es fragt sich 
nun, ob ein in dem Leiter sich bewegendes Electricitätstheilchen 
von allen übrigen bewegten Electridtätstheilchen, welche den gan- 
zen geschlossenen Strom bilden, eine electrodynamische Kraft er- 
leidet, welche durch ihr Hinzukommen zu der bisher besproche- 
nen Kraft die oben erwähnten Gesetze modificirt 

In dieser Beziehung will ich zunächst als Resultat einer in 
einem spätei^en Abschnitte folgenden Untersuchung vorläufig an- 
führen, dass die electrodynamische Kraft, welche ein bewegtes 
Electricitätstheilchen von einem ruhenden und constanten ge- 
schlossenen Strome erleidet, nur eine auf der Bewegungsrichtung 
senkrechte Richtung haben kann , und dass sie also bei der Bewe- 
gung keine Arbeit leisten kann. Demnach können wir bei der hier 
beabsichtigten Bestimmung der Arbeit und der damit zusammen- 
hängenden Wärmeerzeugung von der electrodynamischen Kraft 
ganz absehen. 

Bd der Frage aber, wo sich die getrennte Electricität befin- 
det, und wie sie angeordnet ist, kommt allerdings die electrodyna- 
mische Kraft. mit in Betracht. Man kann sich nämlich, wenn eine 
solche Kraft besteht, vorstellen, dass ausser deijenigen getrennten 
Electricität, von welcher V die Potentialfunction ist, noch andere 
getrennte Electricität vorhanden sei, deren Kraft der electrodyna- 
mischen Kraft das Gleichgewicht halte. Die nähere Erörterung 
dieses Gegenstandes würde hier, wo von der electrodynamischen 
Kraft noch nicht die Rede gewesen ist, nicht am Orte sein, und 
ich will mich daher hier darauf beschränken , durch eine gewisse 
Unterscheidung in der Be^ennungsweise anzudeuten , dass dieser 
Erörterung durch das hier Gesagte nicht vorgegriffen werden soll« 
Ich will nämlich V nicht einfach die Potentialfunction der ge- 
trennten Electricität, sondern die PotentiaUunction der treiben- 
den getrennten Electricität nennen, wodurch ausgedrückt 
werden soll, dass ausser dieser getrennten Electricität noch an- 
dere vorbaiiiden sein kann, welche nicht treibend wirkt, indem diQ 
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in die Bichtung der Bahn fallende Gomponente der von ihr aus- 
geübten Kraft Null ist. 



§• 4. Bestimmung der im Leiter gethanen Arbeit. 

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Arbeit über, welche die 
innerhalb des Leiters wirksame Kraft bei der Bewegung der Eleo 
tridtät thut 

Es sei dazu irgend ein Electricitätselement dq, während es 

sich auf dem Wege s fortbewegt, betrachtet. Die in die Richtung 

der Bahn fallende Componente der auf eine Electricitätseinheit 

dV 
wirkenden Kraft wird für jeden Punct der Bahn durch — — , und 

daher die Gomponente der auf das Element dq wirkenden Kraft 

dV 
durch — d9"ö~ dargestellt. Dabei ist zu bemerken, dass das 

CS 

Electricitätselement sich nach der Richtung bewegt, nach welcher 
die Kraft wirkt, und dass daher die in die Richtung der Bahn fal- 
lende Gomponente der Kraft zugleich die ganze Kraft ist. Denken 
wir uns nun die Bahn des Electricitätselementes dq gegeben, so 
können wir V einfach als Function der Bahnlänge s betrachten, 

und können daher statt ^r- a*uch -^- schreiben, und demgemäss 

ds ds ° 

dV 
die obige Kraft durch — dq-^- darstellen. Die bei der Bewe- 

ds 

gung um das Bahnelement ds von der Kraft gethane Arbeit ist 

daher 

= — aq' -5— as, 
^ ds 

und somit die auf der Strecke von Sq bis ^i gethane Arbeit 

worin Fo und Vi die zu s© und Si gehörigen Werthe von V be- 
zeichnen. 

Man sieht hieraus zunächst, dass diese Arbeit durch die am 
Anfangs- und Endpuncte der Bahnstrecke stattfindenden Werthe 
der Potentialfunction vollständig bestimmt ist, ohne dass man den 
Weg zwischen diesen beiden Puncten zu kennen braucht Femer ist 
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das Prodact V.dq das Potential der treibenden getrennten Elec* 
tricitat auf das Element dg, so dass der vorige Ausdruck die auf 
dem Wege von So bis Si eingetretene Abnahme dieses Potentials 
darstellt, und da derselbe Ausdruck ebenso für jedes andere Electri- 
citätselement gilt, und sich daher auch auf eine endliche Eleotri« 
dtätsmenge ausdehnen lässt, so erhält man folgenden Satz: 

Die bei einer bestimmten Bewegung einer Eleotri- 
citätsmenge von der im Leiter wirksamen Kraft 
gethane Arbeit ist gleich der bei der Bewegung 
eingetretenen Abnahme des Potentials dieser Elec- 
tricitätsmenge und der treibenden getrenntenElec- 
tricitat auf einander. 
Wir haben uns bei dieser Entwickelung die Bewegung der 
Electricität so vorgestellt, als ob eine bestinunte Electricitäts- 
menge den ganzen betrachteten Weg durchlaufe; es kann aber 
sein, dass die Bewegung der Electricität einen ganz anderen Cha- 
rakter hat. Setzt man z. B. voraus , dass jedes MassenmolecUl mit 
einer gewissen Menge von Electricität versehen sei, und denkt sich 
eine Anzahl solcher Molecüle 1, 2, 3, 4 etc. in einer Reihe hinter 
einander liegend, so kann die Electridtätsbewegung in der Weise 
stattfinden, dass eine kleine Quantität von 1 nach 2 geht, eine 
eben so grosse, aber andere Quantität von 2 nach 3, wieder eine 
eben so grosse aber andere von 3 nach 4 u. s. £ Für die Gültig- 
keit des vorigen Satzes ist es aber ganz gleichgültig, welche die- 
ser beiden Arten von Bewegung man annimmt, denn der Satz for« 
dert nur, dass alle Theile des ganzen Weges von einer gleich 
grossen, aber nicht, dass sie von derselben Electridtätsmenge 
durchlaufen werden. 

Nach diesem Satze ist es nun auch leicht, die Arbeit zu be- 
stimmen, welche in einem beliebigen Stücke eines von einem sta- 
tionären Strome durchflossenen Leiters während der Zeiteinheit 
gethan wird« 

Sei nämlich eine geschlossene Fläche gegeben , welche einen 
Theil des von dem Leiter erfüllten Raumes abgrenzt, so braucht 
man nur für jedes während der Zeiteinheit durch diesen abge- 
grenzten Raum hindurchstromende Electricitätstheilchen die Ab- 
nahme des Potentials zu bestimmen, oder, was dasselbe ist, es mit 
den am Eintritts- und Austrittspuncte stattfindenden Werthen der 
Potentialfanction zu multiplidren, und beide Prodncte von ein- 
ander abzuziehen. Die Summe aller dieser Differenzen, welche die 
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gesuchte Arbeitsgrösse giebt, lässt sich bequem auf folgende Weise 
darstellen. Sei d & ein Element der Oberfläche des abgegrenzten 
Raumes, und idm die während der Zeiteinheit durch dasselbe hin- 
durchströmende Electricitätsmenge, welche positiv oder negativ 
genommen wird, je nachdem sie in den Raum hinein- oder aus 
ihm herausströmt, und bezeichne W die innerhalb des Raumes ge- 
thane Arbeit, so ist: 

(L) W=fvidio, 

worin das Integral über die ganze Oberfläche genommen werden 
muss. Setzt man hierin nach (1): 

._ , 8F 

wobei die Normale N nach Innen als positiv zu rechnen ist, so 
kann man diese Gleichung auch so schreiben: 

(la.) W=-kfv^dfo. 



§. 5. Bestimmung der im Leiter erzeugten Wärme. 

An diese Gleichungen schliessen sich unmittelbar diejenigen 
an, welche die innerhalb des abgegrenzten Raumes erzeugte 
Wärme bestimmen. 

Es muss nämlich die in demselben gethane Arbeit von einer 
ebenso grossen Zunahme an lebendiger Kraft begleitet sein. Die 
gethane Arbeit wird für unseren Fall durch die Gleichung (I.) 
oder (la.) vollständig dargestellt, da wir alle sonstigen Wirkun- 
gen, bei welchen eine Arbeit vorkommt, wie z. B. die Electroljse, 
ausgeschlossen haben. Bei der lebendigen Kraft müssen wir, streng 
genommen, nicht nur die ponderable Masse des Leiters, sondern 
auch die Electricität berücksichtigen. Die Electricitätstheilchen 
können nämlich auf ihrem Wege durch den Raum beschleunigt 
oder verzögert werden, da mit der Bedingung des stationären Zu- 
Standes zwar ausgesprochen ist, dass die Geschwindigkeit an jeder 
Stelle des Leiters unveränderlich, aber nicht, dass sie an den ver- 
schiedenen Stellen gleich sei. Geht z. B. der Strom durch einen 
Leiter mit sehr verschiedenen Querschnitten, so kann sich die 
Electricität an den engeren Stellen schneller bewegen als an den 
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weiteren, ähnlich wie das Wasser eines Flusses an Stellen, wo das 
Flussbett beengt ist^ schneller fliesst als an anderen. 

Es würde sich also darum handeln, zu entscheiden, ob man 
der Electricität Beharrungsvermögen und daher der bewegten 
£Iectricität lebendige Kraft zuzuschreiben und wie man diese zu 
bestimmen hat In dieser Beziehung ist nun zu bemerken , dass 
schon bei der Aufstellung des Oh mischen Gesetzes stilisch wei- 
gend eine Annahme hierüber gemacht ist Wenn nämlich die un- 
ter (1) gegebene Gleichung 

._ , dV 

richtig ist, so hängt die an einem bestimmten Puncto stattfindende 
Geschwindigkeit der Electricität nach Grösse und Bichtung nur 
von der an diesem Puncte wirksamen Kraft ab, und es muss da- 
her das Beharrungsvermögen der Electricität entweder Null, oder 
doch so klein sein, dass die Kraft, welche nöthig ist, um solche 
Geschwindigkeitsänderungen, wie sie im Leiter vorkommen, zu be- 
wirken, gegen die Kraft, welche zur Ueberwindung des Leitungs- 
widerstandes nöthig ist, vernachlässigt werden kann« Demnach 
können wir auch bei der hier beabsichtigten Bestimmung von einer 
Berücksichtigung der lebendigen Kraft der Electricität absehen. 

Wir haben also nur die lebendige Kraft der ponderablen 
Masse des Leiters zu betrachten, und da der Voraussetzung nach 
keine äusserlich wahrnehmbare Bewegimg derselben hervorge- 
bracht ist, so bleibt nur die Vermehrung oder Verminderung der 
Wärmemenge übrig. Man kann dieses kurz so aussprechen: die 
ganze Arbeit ist zur Ueberwindung des Leitungswiderstandes ver- 
wandt, und diese wiederum hat in ähnlicher Weise, wie die Ueber- 
windung einer Beibung , die Entstehung einer der Arbeit äquiva- 
lenten Wärmemenge zur Folge. 

Denken wir uns nun die Wärme nach mechanischem Maasse 
gemessen, so ist die erzeugte Wärmemenge einfach gleich der von 
den electrischen Kräften gethanen Arbeit, und die für TF gegebe- 
nen Formeln gelten also auch für die erzeugte Wärmemenge. Den- 
ken wir uns dagegen die Wärme nach gewöhnlichem Maasse ge- 
messen und nennen die der Wärmeeinheit entsprechende Arbeit 
oder das mechanische Aequivalent der Wärme E^ so haben wir, 
wenn wir die während der Zeiteinheit in dem abgegrenzten Räume 
erzeugte Wärmemenge mit H bezeichnen, zu setzen : 
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und somit nach 0..) und (la.): 

(IL) H=^fvida 



dV 



("^> ^=-U^m^''- 



§. 6. Behandlung specieller Fälle. 

Die in den Gleichungen (I,), (la.), (IL) und (IIa.) enthaltenen 
Integrale lassen in den in der Praxis Torkommenden Fällen ge- 
wöhnlich grosse Vereinfachungen zu. 

Ist die Fläche, welche den betrachteten Raum abgrenzt, zum 
Theil zugleich die Oberfläche des Leiters, und vernachlässigen 
wir die geringe Electricitätsmenge, welche der Leiter während 
des Stromes an die umgebende Luft abgiebt, gegen die ganze ihn 
durchströmende Electricitätsmenge, so brauchen wir diesen Theil 
der Fläche bei der Integration gar nicht zu berücksichtigen. Bil- 
det z. B., wie es gewöhnlich der Fall ist, der Leiter einen lang- 
gestreckten Körper, welcher seiner Länge nach von der Electricität 
durchströmt wird, und betrachten wir von ihm ein zwischen zwei 
Querschnitten liegendes Stück, so brauchen wir die Integration 
nur für die Flächen dieser beiden Querschnitte auszuführen. 

Hat femer der Leiter an der Stelle, wo sich der eine Quer- 
schnitt befindet, eine angenähert prismatische oder cylindriscbe 
Gestalt, so dass man annehmen kann, dass die Electricitätstheil- 
chen sich hier alle unter einander und mit der Axe parallel be- 
wegen , so muss auch die treibende Kraft hier diese Richtung ha- 
ben. Legt man daher ein rechtwinkliges Goordinatensystem so, 
dass die Coordinatenaxe der x mit der Axe des Leiters parallel 

dV dV 

ist, so stellt — ^— die ganze treibende Kraft dar, und ^— und 

öx oy 

dV 

^ sind Null. Daraus folgt , dass wenn der Querschnitt gegen die 

Axe senkrecht genommen ist, innerhalb desselben V constant sein 
muss, und man kann also schreiben: 
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fv%dio= vfido. 



Hierin stellt das Integral 1 ida^ positiv oder negativ genommen, 

je nachdem dieser Qaerschnitt in Bezug auf die Richtung des 
Stromes der erste oder zweite ist, die ganze während der Zeit- 
einheit durch den Qaerschnitt strömende Electricitätsmenge dar, 
welche man gewöhnlich die Intensität des Stromes nennt, und 
welche wir daher mit J bezeichnen wollen, wodurch der vorige 
Ausdruck in 

± r.j 

übergeht Nehmen wir nun an, dass bei dem anderen Querschnitte 
dieselben Bedingungen erfüllt seien, und bezeichnen die im ersten 
und zweiten Querschnitte geltenden Werthe von V resp. mit Vq 
und Vi , so ist die innerhalb des ganzen Stückes gethane Arbeit : 

(3) TF=(Fo- FO.J, 
nnd die erzeugte Wärme: 

(4) J=i(Fo- Fi).j: 

Nun ist aber nach dem Ohm' sehen Gesetze: 

(5) J=Ä^, 

worin l den Leitungswiderstand des zwischen den beiden Quer- 
schnitten liegenden Stückes bedeutet, und dadurch gehen die bei- 
den vorigen Gleichungen über in: 

(6) W=l.J^ 

(7) H=^l.JK 

Die letztere dieser Gleichungen enthält die beiden Eingangs er- 
wähnten von Joule gefundenen, und von Lenz und Becquerel 
bestätigten Gesetze. 

Nachdem ich diese Gleichung (7), in welcher E das mecha- 
nische Aequivalent der Wärme bedeutet, in einer inPoggendorff's 
Annalen^) veröffentlichten Abhandlung so, wie es vorstehend mit- 
getheilt ist, nur aus dem Ohm' sehen Gesetze abgeleitet hatte >), 



1) Bd. 87, S. 164. 

^) In einer yon W. Thomson ausgeführten Üntersnchnng dieses Gegen- 
standes (Phil. Mag. Ser. 4, Yol. 2, p. 551) waren ausser dem Ohm' sehen 
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hat von Quintus-Icilius dieselbe zu eineir numerischen Bestim- 
mung von E angewandt i). Durch eine Reihe sorgfältiger Messun- 
gen ist er zu dem Werthe 399-7 oder rund 400 Kilogrammeter ge- 
langt, welcher in Anbetracht der grossen Schwierigkeit der dabei 
auszuführenden Beobachtungen hinlänglich genau mit dem von 
Joule durch Reibung des Wassers bestimmten Werthe 424 über- 
einstimmt. 



§. 7, Verhalten galvanisch erwärmter Drähte in ver- 
schiedenen Gasen. 

Grove hat im Jahre 1845 ') die Beobachtung gemacht, dass, 
wenn man einen Draht durch einen galvanischen Strom zur Weiss- 
gluth gebracht hat und darauf ein Gefass mit Wasserstoff darüber 
stülpt, dann sein Licht so plötzlich erUscht, wie es mit der Flamme 
einer Kerze geschehen sein würde. In einer späteren Arbeit s) ist 
er auf diesen Gegenstand noch specieller eingegangen, wobei be- 
sonders der folgende Versuch von Wichtigkeit ist. Er schaltete in 
den Schliessungsbogen einer Volta'schen Batterie zwei ganz 
gleiche Stücke Platindraht ein^ welche schraubenförmig gewunden 
in zwei kleine Glasröhren eingeschlossen waren, deren eine Sauer- 
stoff, die andere Wasserstoff enthielt, und legte die so vorgerichte- 
ten Röhren in zwei gleiche , mit gleichen Quantitäten Wasser ver- 
sehene Gefasse, welche als Galorimeter dienten. Wurde nun die 
Verbindung mit der Batterie hergestellt, so dass beide I^rähte von 
demselben Strome durchflössen wurden, so gerieth der in Sauer- 
stoff befindliche Draht in Weissgluth, während der in Wasserstoff 
befindliche nicht sichtbar glühte. Zugleich stieg durch die von 
den Drähten abgegebene Wärme die Temperatur in den Calori- 
metem in verschiedenem Grade , nämlich in dem die Wasserstoff- 
röhre umgebenden von 60^ F. bis 70<^ und in dem die Sauerstoff- 
röhre umgebenden von ßO^ bis 8V. 

In ähnlicher Weise verglich Grove auch andere Gase mit 
dem Wasserstoff und fand dabei unter anderen folgende Zahlen, 



Gesetze auch noch die Gesetze der electromagnetisch^ Induction in An- 
Wendung gebracht. 

1) Pogg. An^. Bd. 101, S. 69. — «) Phil. Mag. Ser. 8, Vol. 27, p. 446. 

8) Phü. Mag. Ser. 3, Vol. 85, p. 114 und Pogg. Ann. Bd. 78, S. 366. 
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welche ich zar leichteren Uebersicht dadurch reducirt habe, dass 
ich immer die in demselben V'ersuche beim Wasserstoff beobach- 
tete Wärmemenge als Einheit genommen habe. 



Gase, in denen der 
Draht sich befand. 


Stick- 
stoff. 


Sauer- 
stoff. 


Kohlen- 
säure. 


Üelbilden- 
des Gas. 


Wasser- 
stoff. 


Abgegebene Wärme- 
menge 


2-26 


210 


1-90 


1-57 


1 



Bei der Uebersetzung eines Aufsatzes, welcher die erste oben 
erwähnte Beobachtung enthält, hat Poggendorff in einer An- 
merkimg die Ansicht ausgesprochen ^), dass das Erkalten eines gal- 
yanisch glühenden Drahtes in verschiedenen Gasen wohl mutatis 
mutandis nach denselben Gesetzen geschehe, welche Dulong und 
Petit für das Erkalten eines auf gewöhnUche Weise erhitzten Kör- 
pers aufgestellt haben, und nach welchen ebenfalls das Wasser- 
sto%as das stärkste Abkühlungsvermögen besitzt Als aber der 
spätere Versuch mit den beiden Calorimetem von Grove ver- 
öffentlicht war, trat J. Müller gegen die Poggendorff sehe An-' 
sieht auf, indem er sagte ^): „Dieser Versuch beweist entschieden, 
dass das schwächere Glühen des Drahtes in Wasserstoff bei voll- 
kommen gleicher Stromstärke nicht etwa darin zu suchen ist, dass 
das Wasserstoffgas dem Drahte seine Wärme schneller entzieht, 
sonst müsste ja gerade das Wasser sich schneller erwärmen , wel- 
ches die Wasserstofiröhre umgiebt Alles deutet darauf hin, dass 
in dem Drahte, wenn er von^ Wasserstoff umgeben ist, wirklich 
eine geringere Wärmeproduction stattfindet." Nach einigen wei- 
teren Betrachtungen schloss er seine Auseinandersetzung mit dem 
Ausspruche: „Nach meinem Dafürhalten steht die Erscheinung 
noch ganz isolirt und völlig unerklärt da." 

Diese Bemerkungen von Müller gaben mir Veranlassung zu 
einer erweiterten Betrachtung des Gegenstandes^), wobei ich neben 
dem von Poggendorff erwähnten Unterschiede des Abkühlungs- 
vermögens verschiedener Gase, noch die Abhängigkeit des Lei- 



1) Pogg. Ann. Bd. 71, S. 197. 

^) Bericht über die neuesten Fortschritte der Physik. Braunschweig 
1849, S. 397. 

8) Pogg. Ann. Bd. 87, S- 501. 

Clautius, mech. Wftrmetheorie. U. ]^q 
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tungswiderstandes von der Temperatur und die Abhängigkeit der 
Wärmeerzeugung vom Leitungswiderstande berücksichtigte. 

Die von mir gegebene Erklärung lässt sich kurz so ausspre- 
chen. Wenn zwei Gase, als welche wir beispielsweise atmosphä- 
rische Luft und Wasserstoff annehmen wollen, in der Weise ver- 
schieden wirken, dass der Wasserstoff einem heissen Körper seine 
Wärme schneller entzieht, als die Luft, so würde der Platindraht, 
selbst bei gleicher Wärmeerzeugung im Wasserstoff weniger warm 
werden, als in der Luft. Nun ist aber der Leitungswiderstand im 
kälteren Drahte geringer, als im wärmeren, und daher wird bei 
gleicher Stromstärke im kälteren Drahte weniger Wärme erzeugt. 
Daraus ergiebt sich für den im Wasserstoff befindlichen Draht eine 
noch niedrigere Temperatur, als die, welche man bei gleicher 
Wärmeerzeugung erhalten würde. Auf diese Weise ist also gleich- 
zeitig einerseits die viel niedrigere Temperatur und andererseits 
die geringere Wärmeerzeugung und Wärmeabgabe an das Calori- 
meter erldärt. 

Um auch eine ungefähre numerische Vergleichung machen 
zu können, hat man die Rechnungen in folgender Weise anzu- 
stellen. 

Die Wärmemenge IT, welche durch einen galvanischen Strom 
während der Zeiteinheit in dem Drahte erzeugt wird , lässt sich 
durch die unter (7) gegebene Gleichung 

darstellen. Der hierin vorkommende Leitungswiderstand l be- 
stimmt sich als Function der Temperatur durch die Gleichung 

worin Iq den Leitungswiderstand beim Gefrierpuncte und t die 
vom Gefrierpuncte an gerechnete Temperatur in C- Graden dar- 
stellt, während k eine Constante bedeutet, welche wir für Platin 
nach Arndtsen gleich 0*00327 setzen können i). Demnach geht 
die für H geltende Gleichung über in 

(8) H=^loJ'(l-i-lct). 



1) In meinem oben citirten Aufsatze von 1852 habe ich £ür k den 
Werth 0*0023 angewandt, welcher damals nach den Versuchen von Lenz 
der wahrscheinlichste war; jetzt aber glaube ich den später von Arndt- 
sen gefundenen Werth vorziehen zu müssen. 
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Was nun die Wärmemenge H* anbetrifit, welche der Draht 
theils durch Strahlung, theils durch Berührung mit dem umge- 
benden Gase während der Zeiteinheit verliert und an das Calori- 
meter abgiebt, so haben wir bei deren Bestimmung die von Du- 
long und Petit gegebene Gleichung in Anwendung zu bringen. 
Diese Gleichung halte ich zwar, wenn man sie als eine für alle 
Temperaturen gültige betrachten wollte , für durchaus fehlerhaft ; 
aber in dem Temperaturintervall, innerhalb dessen die Versuche 
von Dulong und Petit angestellt sind, nämlich von 0^ bis 300^, 
wird man sie wohl als angenähert richtig ansehen dürfen. Die 
Gleichung ist für einen an der Oberfläche aus Silber bestehenden 
Körper aufgestellt, wir wollen aber annehmen, dass sie sich auch 
auf Platin anwenden lasse. ^ Machen wir femer noch der Einfach- 
heit wegen die Voraussetzung, dass die Temperatur des Calori- 
meters constant gleich 0^ gewesen sei (wie es der Fall gewesen 
sein würde, wenn Grove statt der Wassercalorimeter Eiscalorime- 
ter angewandt hätte), so können wir die Dulong-Petit'sche 
Gleichung in folgender Form schreiben : 

(9) Ä' = ^(a'— 1 +i?n 

worin B eine von der Form und Grösse des angewandten Körpers 
(also in unserem Falle des Platindrahtes) abhängige Constante ist 
Innerhalb der Klammer bezieht sich die Differenz a' — 1 auf den 
Wärmeverlust durch Strahlung, und die darin vorkommende Grösse 
a hat den Werth 1-0077. Das Glied pt^ bezieht sich auf die 
Wärmeabgabe an das umgebende Gas. Darin hat b ein- für alle- 
mal den Werth 1*233,. während p von der Natur des umgebenden 
Gases abhängt, und für die von Dulong und Petit untersuchten 
Gase unter dem Drucke von einer Atmosphäre folgende Werthe hat: 



In Kohlen- 
säure. 



In atm. 
Luft. 



0-0220 



00227 



In Ölbild. 
Gase. 



In Wasser- 
stoff. 



0-0305 



0-0784 



Wenn nun in Bezug auf die Temperatur des Drahtes ein sta- 
tionärer Zustand eingetreten ist, wie es bei den Grove' sehen Ver- 
suchen der Fall war, so muss die Gleichung 

H - if' = 

gelten , und diese nimmt durch Einsetzung der für // und /i' in 

10* 
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(8) und (9) gegebenen Ausdrücke, wenn man dabei zugleich für 

den Bruch -^rn- zur Abkürzung das Zeichen C einfuhrt, folgende 

Form an: 

(10) (7(1 + Ä^) - a' + 1 — pt^ = 0. 

Aus dieser Gleichung lassen sich die Temperaturen, welche 
der Draht bei einer bestimmten Stromstärke in den yerschiede- 
nen Gasen annimmt, berechnen, wenn man bei unverändertem 
Werthe der Grösse C für 2) die verschiedenen in der Tabelle an- 
geführten Werthe anwendet. Die von der Stromstärke abhängige 
Grösse C muss dabei aber einen solchen Werth haben , dass keine 
der Temperaturen höher wird, als 300o, weil sonst die Gleichung 

(9) und demnach auch die Gleichung (10) ihre Anwendbarkeit ver- 
lieren würde. 

Ich habe eine solche Rechnung für atmosphärische Luft und 
Wasserstoff ausgeführt, indem ich angenommen habe, die Strom- 
stärke sei so gewählt, dass der Draht in atmosphärischer Luft 
gerade die Temperatur 

^1 = 300« 

annehme, und dann die Temperatur ^3, welche er bei derselben 
Stromstärke in Wasserstoff annehmen muss, berechnet habe. Um 
zunächst den der gewählten Stromstärke entsprechenden Werth 
von C zu bestimmen, hat man in (10) für t den Werth 300 und 
für j? den in atmosphärischer Luft geltenden Werth 0*0227 zu setzen. 
Die so entstehende Gleichung giebt für C den Werth 17-52. Führt 
man nun diesen Werth von C in die Gleichung (10) ein, und wen- 
det jetzt für 2) den in Wasserstoff geltenden Werth 0*0784 an, so 
kann man aus der Gleichung die Temperatur ^, welche der Draht 
bei derselben Stromstärke in Wasserstoff annimmt, berechnen, und 
erhält: 

^2 = 970. 

Man sieht also , dass der Draht in Wasserstoff in der That eine 
viel niedrigere Temperatur annehmen muss, als in atmosphäri- 
scher Luft. 

Nachdem die Temperaturen ti und ^2 bestimmt sind, kann 
man auch das Verhältniss der Wärmemengen Hi und H^, welche 
in dem Drahte während der Zeiteinheit erzeugt und an das Calori- 
meter abgegeben werden, leicht berechnen. Man braucht dazu 
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nur in der Gleichung (8) für t nach einander 300 und 97 zu 
setzen, wodurch man erhält: 

Hii H^ = 1-981 : 1-317 = 15 : 1. 

Also auch in dieser Beziehung stimmt das Resultat der Rechnung 
mit der Grove'schen Beobachtung überein, indem die durch den 
Strom erzeugte und an das Galorimeter abgegebene Wärmemenge 
für den in Wasserstoff befindlichen Draht geringer gefunden wird, 
als fär den in atmosphärischer Luft befindlichen. 

Eine genaue Vergleichung der Zahlen ist allerdings nicht 
möglich, weil wir unsere Rechnung wegen der beschränkten Gül- 
tigkeit der empirischen Formeln auf viel engere Temperatur- 
grenzen beschränken mussten, als in Grove's Versuchen vorge- 
kommen sind , wo der in Luft befindliche Draht weissglühend ge- 
worden ist. Da indessen für die engeren Temperaturgrenzen die 
Erklärung so unzweifelhaft der Erfahrung entspricht, so wird man 
keinen Anstand nehmen, sie auch für weitere Temperaturgrenzen 
als richtig anzuerkennen. Wenn man dieses thut, so kann man 
nun umgekehrt die Grove'schen Beobachtungen dazu anwenden, 
zu prüfen, ob die von Dulong und Petit aufgestellte Formel 
auch für solche Temperaturen, die bis zur Weissglühhitze gehen, 
noch als zulässig anzusehen ist. Auf diese Betrachtungen will ich 
hier nicht eingehen, sondern verweise in dieser Beziehung auf mei- 
nen oben citirten Aufsatz. 

Schliesslich will ich noch bemerken, dass jedes andere Mittel, 
durch welches die Wärmeabgabe des Drahtes geändert wird, im 
Wesentlichen dieselben Erscheinungen zur Folge haben muss, wie 
die Anwendung verschiedener Gase. Ein sehr einfaches Mittel der 
Art besteht darin, die Grösse der Oberfläche des Drahtes zu än- 
dern. Nimmt man z. B. zwei Drähte von gleichem Stoffe, gleicher 
Länge und gleichem Querschnitte, welche sich nur dadurch von 
einander unterscheiden, dass der eine cylindrisch und der andere 
plattgewalzt ist, so besitzt der letztere eine grössere Oberfläche 
und demgemäss eine schnellere Wärmeabgabe, als der erstere. 
Zwei solche Drähte werden sich in einem und demselben Gase 
ganz ähnlich verhalten, wie zwei gleiche Drähte in verschiedenen 
Gasen , indem der platte Draht weniger erhitzt und in ihm weni- 
ger Wärme erzeugt wird. 



150 Abschnitt V. 



§• 8. Zunahme des Leitungswiderstandes einfacher 
fester Metalle mit der Temperatur. 

Der electrische Leitungswiderstand der Metalle ändert sich 
bekanntlich mit der Temperatur. Bei Legirungen aus zwei oder 
mehreren Metallen ist diese Aenderung sehr verschieden; bei den 
einfachen festen Metallen dagegen ist die verhältnissmässige Zu- 
nahme des Leitungswiderstandes mit der Temperatur angenähert 
gleich. Diese letztere Uebereinsthnmung tritt besonders deutlich 
in der im Jahre 1858 veröffentlichten werthvollen Untersuchung 
von Arndtsen i) hervor, welcher am Schlüsse seines Aufsatzes 
darauf hinweist, ohne jedoch die Grösse dieser auf das electrische 
Verhalten der Metalle ausgeübten Wärmewirkung mit der anderer 
Wärmewirkungen in Beziehung zu bringen. 

Als ich jenen Hinweis las, stieg mir der Gedanke auf, dass, 
wenn die verhältnissmässige Zunahme des Leitungswiderstandes 
von der Natur des StoflFes unabhängig und nur von der Tempe- 
raturzunahme abhängig sei, sie noth wendig zur absoluten Tem- 
peratur in einer einfachen Beziehung stehen müsse. Dieses fand 
ich dann bei einer Vergleichung der Zahlen in der That bestätigt. 
Die absolute Temperatur wächst bekanntlich, wenn man die vom 
Gefrierpuncte an in C- Graden gezählte Temperatur mit t be- 
zeichnet, im Verhältnisse der Summe 1 -|- 0*003665 . t. Ganz ähn- 
lich verhält sich auch die Zunahme des Leitungswiderstandes der 
einfachen festen Metalle mit der Temperatur. Bei fünf Metallen 
(Platin, Aluminium, Silber, Kupfer und Blei) konnte Arndtsen 
die Zunahme des Leitungswiderstandes durch eine in Bezug auf 
die Temperatur lineare Formel darstellen, und nur beim Eisen 
musste er ein quadratisches Glied hinzufügen, welches aber inner- 
halb der bei seinen Versuchen eingehaltenen Temperaturgrenzen 
im Verhältniss zum linearen Gliede unbedeutend ist. Die Coeffi- 
cienten von t liegen bei allen sechs Metallen (wenn wir bei jedem 
den bei 0^ stattfindenden Leitungswiderstand zur Einheit nehmen) 
zwischen 0-00327 und 0-00413 und ihr Mittelwerth ist 0-00366. 
Auch die schon ein Jahr früher von Matthiessen mit Kalium 
und Natrium angestellten Versuche ^) hatten Zunahmen des Lei- 



1) Pogg. Ann. Bd. 104, S. 1. -r- 2) Pogg. Ann. Bd. 100, S. 178. 
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tungswiderstandes gegeben, welche zwiBcben denselben Grenzen 
liegen. 

Dieses veranlasste mich in einer in Pogg. Ann. veröffentlicb- 
ten kurzen Notiz i) darauf aufinerksam zu machen, dass die Ab- 
hängigkeit des Leitungswiderstandes der festen einfachen Metalle 
von der Temperatur sich mit einer gewissen Annäherung durch 
den einfachen Satz ausdrücken lasse, dass der Leitungswider- 
stand der absoluten Temperatur proportional sei. Wenn 
dieser Satz auch nur angenähert richtig ist (wie es ja auch die 
meisten anderen physicalischen Sätze nur sind), so schien er mir 
doch geeignet zu sein, als Anknüpfungspunct für weitere Betrach- 
tungen über den electrischen Leitungswiderstand zu dienen und 
insofern einiges Interesse darzubieten. 



§. 9. Beziehung zwischen der chemischen Action, welche 

in einer Volta'schen Säule stattfindet, und den durch 

den Strom hervorgebrachten Wirkungen. 

Es ist in den in diesem Abschnitte vorgekommenen Betrach- 
tungen über die während eines stationären Stromes geleistete Ar- 
beit und erzeugte Wärme nur von homogenen Leitern die Rede 
gewesen und dabei angenommen, dass der in ihnen stattfindende 
Strom keine Wirkung nach Aussen hin ausübe und von Aussen 
her erleide. Es wird aber vielleicht nicht unzweckmässig sein, zum 
Schlüsse noch einen Blick auf die galvanische Kette im Ganzen zu 
werfen, um zu sehen, wie die chemischen Kräfte, welche den Strom 
hervorrufen, .bei der Betrachtung der Aequivalenz von Wärme 
und Arbeit in Rechnung zu bringen sind, und wie es sich verhält, 
wenn der Strom ausserhalb des Leiters eine Arbeit leistet und 
dabei die entsprechende Rückwirkung erfährt. 

Wenn ein electrischer Strom durch eine Volta'sche Säule 
hervorgebracht wird, so findet in dieser eine chemische Action 
statt, welche nicht unmittelbar die Wärme entwickelt, die sie ent- 
wickehi könnte, wenn sie unter anderen Umständen stattfände. 
Diejenige bei dieser Action von den molecularen Kräften gethane 
Arbeit, welche, anstatt unmittelbar Wärme zu erzeugen, den elec- 
trischen Strom hervorruft, möge kurz die verbrauchte Arbeit 



1) B^. 104, S. 650. 
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genannt werden. Der Strom seinerseits, indem er den Leitungs- 
widerstand überwii\det, erzeugt in den Leitern Wärme. Sofern 
der Strom keine äusseren Wirkungen hervorbringt, ist diese er- 
zeugte Wärme der verbrauchten Arbeit äquivalent. 

Wenn dagegen der Strom eine äussere Wirkung hervorzubrin- 
gen, z. B. eine electromagnetische Maschine zu treiben hat, so 
nimmt die Stärke des Stromes ab, und damit wird zugleich einer- 
seits die chemische Action und der mit ihr verbundene Arbeits- 
verbrauch, und andererseits die bei der Ueberwindung des Lei- 
tungswiderstandes stattfindende Wärmeerzeugung geringer. Es 
fragt sich nun, in welcher Beziehung jetzt diese beiden Grössen 
zu einander stehen, ob wiederum die erzeugte Wärme der ver- 
brauchten Arbeit äquivalent ist, oder ob sich unter Anwendung 
der in der Electricitätslehre geltenden Gesetze ein Ueberschuss an 
verbrauchter Arbeit in der Säule nachweisen lässt, welcher als 
Aequivalent der äusserlich hervorgebrachten Wirkungen zu be- 
trachten ist 

Diese Frage lässt sich sehr kurz so beantworten. Wenn die 
Intensität des Stromes, während er äusserlich eine Arbeit thut, 
abninmit , so nimmt dabei die chemische Action im einfachen Ver- 
hältnisse und die erzeugte Wärme im quadratischen Verhältnisse 
ab. Folglich muss die erzeugte Wärme kleiner als die verbrauchte 
Arbeit werden. Es bleibt somit von der in der Säule verbrauch- 
ten Arbeit ein Ueberschuss , welcher das Aequivalent der äusser- 
lich gethanen Arbeit ist. 

Die Sache wird noch klarer durch einige einfache Formeln. 

Sei a die Menge des Zinks, welche in einem galvanischen Ele- 
mente durch einen Strom von der Einheit der Intensität während 
der Einheit der Zeit aufgelöst wird. Wenn dann Z die Menge des 
Zinks bezeichnet, welche in einer Säule von n Elementen durch 
einen Strom von der Intensität / während der Zeiteinheit aufge- 
löst wird, so haben wir die Gleichung : 

(11) Z=anl 

Die übrigen chemischen Actionen , welche die Auflösung des 
Zinks begleiten, sind in den verschiedenen galvanischen Elemen- 
ten verschieden, und ebenso verhält es sich folglich auch mit der 
in den Elementen verbrauchten Arbeit. Sei e die verbrauchte Ar- 
beit für die Gewichtseinheit Zink, eine Arbeitsgrösse, welche je 
nach den Elementen ungleich und z. B. in einem Grove 'sehen 
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Elemente grösser als in einem DanielPschen Elemente ist Sei 
femer W die Arbeit, welche in der ganzen Säule während der 
Zeiteinheit yerbraucht wird , wenn der Strom die Intensität I hat. 
Dann hat man die Gleichung : 

(12) W=eZ=aenL 

Die Wärmemenge H^ welche durch denselben Strom bei Ueber- 
windung des Leitungswiderstandes erzeugt wird, wird dem Obigen 
nach bestimmt durch die Gleichung: 

(13) fl=i?P, 

worin l den ganzen Leitungswiderstand der Schliessung und E 
das mechanische Aequiyalent der Wärme bedeutet, yorausgesetzt 
dass die Stromintensität und der Leitungswiderstand nach mecha- 
nischen Maassen gemessen wird. 

Wenn eine Schliessung, welche eine galyanische Säule enthält, 
sich anter solchen Umständen befindet, wo sie keine äusserliche 
Wirkung ausübt oder erleidet, so nimmt der Strom yon selbst die- 
jenige Intensität an, welche noth wendig ist, damit die erzeugte 
Wärme der yerbrauchten Arbeit äquiyalent werde. Wenn also TFi 
und Hl die speciellen Werthe yon W und H sind, welche diesem 
Falle entsprechen, so hat man: 

(14) ^, = iw„ 

welche Gleichung dazu dient, die Intensität Ii des Stromes, wel- 
cher unter diesen Umständen entsteht, zu bestimmen. Unter An- 
wendung der Gleichungen (12) und (13) geht diese Gleichung 
nämlich über in : 



(15) 


E ^^^ =^aßwJi, 


woraus folgt : 




(16) 


j- aen 



Die in dieser Gleichung yorkommende Grösse aen ist diejenige, 
welche man gewöhnlich die electromotorische Kraft der Säule 
nennt. 

Wir wollen nun annehmen, der Strom yollbringe äusserlich 
eine Arbeit, und dadurch sei seine Intensität um die Grösse i ver- 
mindert Der Einfachheit wegen wollen wir noch annehmen, dass 
diese Verminderung constant sei, denn wenn sie veränderlich wäre, 
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so müssten wir statt einer Zeiteinheit nur ein Element der Zeit 
betrachten. Die gegenwärtige Intensität des Stromes ist also: 

J= Ji -*. 

Indem man diesen Werth in die Gleichungen (12) und (13) 
einführt, erhält man : 

(17) W=aen(Ii — t) 

(18) H=^HI,- iy 

Substituirt man in der letzten Gleichung für Jx einmal seinen 
Werth aus (16), so kann man schreiben: 

£r= — [aen{Ii — t) — li(Ii — i)] 

und folglich auch, gemäss der Gleichung (17): 

(19) H=^[W^U(I,-i)l 

Aus dieser Gleichung ersieht man, dass die erzeugte Wärme 
zu klein ist, um der yerbrauchten Arbeit äquivalent zu sein. Der 
Rest dieser letzteren, nämlich die Grösse 

n(ii-i) 
stellt denjenigen Verbrauch dar, welcher der äusserlich 
gewonnenen Arbeit entspricht. 

Ebenso findet man, dass in dem Falle, wo durch einen äusse- 
ren Einüuss die Intensität des Stromes vermehrt wird, die erzeugte 
Wärme die in der Säule verbrauchte Arbeit übertrifft. Man braucht 
für diesen Fall nur die Grösse i mit dem Pluszeichen einzuführen, 
wodurch man an der Stelle von (19) erhält: 

(20) H = ^ [W -\- li (Ii -\- i)]. 

Wenn die Schliessung, in welcher der Strom i inducirt wird, 
keine eigene Stromquelle enthält, so muss man W = und 7i = 
setzen, wodurch die Gleichungen (19) und (20) übergehen in: ^ 

welches für einen inducirten Strom dieselbe Gleichung ist, wie (13) 
für einen beliebigen Strom. ' 
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Eleotrioitätsleitung in Eleotrolyten. 

§. 1. Arbeitleistung und Wärmeerzeugung in einem 

electrolytischen Leiter. 

Im vorigen Abschnitte haben wir die Wirkungen eines gal- 
vanischen Stromes innerhalb eines Leiters erster Glasse (d. h. eines 
solchen, welcher ohne Electrolyse leitet) betrachtet, ohne dabei 
auf die Art der Entstehung des Stromes Rücksicht zu nehmen. 
Es hat sich dort ergeben, dass die Gesetze, nach welchen die 
Wärmeerzeugung in diesen Leitern stattfindet, eine unmittelbare 
Folge des Ohm'schen Gesetzes und des Satzes von der Aequiva- 
lenz von Wärme und Arbeit sind. In ähnlicher Weise kann man 
auch bei eifiem Leiter zweiter Classe , welcher durch Electrolyse 
leitet, wenn man ihn ganz für sich, ohne Rücksicht auf die übri- 
gen Theile der Kette betrachtet, einige theils streng begründete, 
theils wenigstens wahrscheinliche Folgerungen ziehen , welche mir 
von Interesse zu sein scheinen, und welche ich hier so, wie ich sie 
in einer in Pogg. Ann. i) veröffentlichten Abhandlung entwickelt 
habe, mittheilen will. 

Was zunächst die Gesetze der Arbeitleistung anbetrifft, so 
lassen sich, wenn man das Ohm* sehe Gesetz auch bei den Leitern 
zweiter Glasse als richtig anerkennt, die im vorigen Abschnitte 
gezogenen Schlüsse in unveränderter Weise auch auf diesen Fall 
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ausdehnen. Um den Strom trotz des Leitungswiderstandes auf- 
recht zu erhalten, muss an jeder Stelle des Leiters eine Kraft thä- 
tig sein , welche positiv electrische Theilchen nach einer und ne- 
gativ electrische Theilchen nach der entgegengesetzten Bichtung 
zu treiben sucht. Diese Kraft wird ausgeübt von getrennter Elec- 
tricität, welche sich, wie Kirchhoff bewiesen hat, nur an der 
Oberfläche des Leiters oder an der Grenzfläche zweier verschiede- 
ner Leiter befinden kann, während man von dem Inneren eines 
homogenen Leiters annehmen muss, dass dort positiv und negativ 
electrische Theilchen so gleichmässig gemischt sind, dass man 
jeden messbaren Baum als unelectrisch betrachten darf. Die von 
jener treibenden Kraft geleistete Arbeit lässt sich durch dieselben 
Formeln ausdrücken, welche im vorigen Abschnitte entwickelt sind. 

Wenn man nun die durch den Strom erzeugte Wärme be- 
stimmen will, so könnte es auf den ersten Blick vielleicht schei- 
nen, als ob in dieser Beziehung zwischen den Leitern erster und 
zweiter Classe eine Verschiedenheit obwalten müsse. In den Lei- 
tern erster Classe bleiben die Massenmolecüle unverändert in 
ihrer Lage, und nur die Electricität bewegt sich; bei den Leitern 
zweiter Classe dagegen werden die Bestandtheile der Massen- 
molecüle mit in die Bewegung gezogen, und es finden Zerlegun- 
gen und Wiederzusammensetzungen statt, bei denen ohne Zweifel 
die Molecularkräfte , mit welchen die Bestandtheile auf einander 
wirken, eine bedeutende Thätigkeit entwickeln. Bei näherer Be- 
trachtung überzeugt man sich jedoch leicht, dass bei der Bestim- 
mung der erzeugten Wärme die von den Molecularkräften getha- 
nen Arbeitsgrössen , so bedeutend sie auch im Einzelnen sein mö- 
gen, doch nicht berücksichtigt zu werden brauchen, weil sie sich 
gegenseitig vollständig aufheben. 

Wenn man, während der Leiter von einem stationären Strome 
durchflössen wird, ein zur Betrachtung ausgewähltes, von einer ge- 
schlossenen Fläche umgrenztes Stück desselben zu Anfang und 
zu Ende einer Zeiteinheit untersucht, so findet man, dass sein Zu- 
stand während dieser Zeit keine wesentliche Veränderung erlitten 
hat. Es haben sich zwar die electro-positiven Bestandtheile vie- 
ler Molecüle von electro-negativen, mit welchen sie bisher verbun- 
den waren, getrennt, aber dafür haben sie sich mit anderen ganz 
gleichen wieder verbunden, und die Arbeit, welche die Molecular- 
kräfte bei einer solchen Verbindung thun , ist unzweifelhaft eben 
so gross, wie die, welche sie bei der Trennung erleiden (oder 
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negativ tbun). Ebenso sind für alle Massentheile, welche an der 
einen Seite aus dem Räume ausgetreten sind, eben so viele solche 
an der anderen Seite eingetreten, so dass die ganze in dem Räume 
befiadliche Masse zu Ende der Zeit dieselbe Dichtigkeit, dieselbe 
Zusanunensetzung und dieselbe Anordnung der Molecüle hat, wie 
zu Anfang. Man kann daher, ohne die Arbeitsgrössen, welche bei 
den einzelnen Vorgängen von den Molecularkräften gethan sind, 
zu kennen, mit Sicherheit den Schluss ziehen, dass die algebraische 
Summe dieser Arbeitsgrössen Null ist. Es bleibt also nur die Ar- 
beit übrig, welche die treibende electnsche Kraft bei der Ueber- 
windong des Leitungswiderstandes gethan hat, und welche sich, 
da sie keine bleibende Veränderung in dem Leiter hervorgebracht 
hat, in lebendige Kraft, und da keine andere lebendige Kraft vor* 
kommt, in Wärme verwandelt haben muss. 



§. 2. Electrisches Verhalten der Theilmolecüle. 

Wir wollen nun auf die Art, wie man sich die Electricitäts- 
leitung innerhalb eines Electrolyten vorstellen muss, etwas spe- 
cieller eingehen. 

Die Molecüle des Electrolyten werden durch den Strom in 
zwei Bestandtheile zerlegt, welche entweder einfache Atome oder 
selbst auch schon aus mehreren Atomen zusammengesetzte Mole- 
cüle sein können, wie z. B. im Kupfervitriol der eine Bestandtheil 
Ca einfach und der andere S O4 zusammengesetzt ist. Ich werde 
diese Bestandtheile, mögen sie nun aus einem oder aus mehreren 
Atomen bestehen, die Theilmolecüle nennen, und ein ganzes 
Molecül des Electrolyten, wo es zur Unterscheidung nöthig ist, ein 
ßesammtmolecül. 

Aus der Art, wie die Zersetzung des Electrolyten mit der 
Electricitätsleitung zusammenhängt, muss man schliessen, dass die 
beiden Theilmolecüle in ihrer Verbindung zu einem Gesammt- 
molecül entgegengesetzte electrische Zustände haben, welche auch 
nach ihrer Trennung fortbestehen. Unter der Voraussetzung, dass 
es zwei Electricitäten gebe, muss man also annehmen, dass das 
eine Theilmolecül einen Ueberschuss an positiver, das andere einen 
eben so grossen Ueberschuss an negativer Electricität habe; unter 
der Voraussetzung von nur Einer Electricität dagegen muss man 
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annehmen, dass das eine Theilmolecül mehr und das andere weni- 
ger Electricität besitze, als zum neutralen Zustande nöthig ist 

Dass zwei Molecüle Ton yerschiedener Natur bei ihrer Be- 
rührung solche entgegengesetzten electrischen Zustände annehmen 
können, ist sehr wohl denkbar. Eben so liegt keine Schwierig- 
keit darin, sich diese Zustände auch nach der Trennung als fort- 
bestehend zu denken, so lange man nur annimmt, dass nirgends 
innerhalb des Leiters eine grössere Anzahl positiver Theilmolecüle 
allein oder negativer Theilmolecüle allein angehäuft sei, sondern 
dass beide Arten von Theilmolecülen überall so gleichmässig ver- 
breitet seien, dass sich in jedem messbaren Räume gleich viel 
Molecüle beider Arten befinden. In diesem Falle kann nämlich 
aus den Kräften, welche die an einem Theilmolecül haftende Elec- 
tricitätsmenge von den Electricitätsmengen der umgebenden Theil- 
molecüle erleidet, wegen der entgegengesetzten Wirkungen der 
positiven und negativen Theilmolecüle, keine starke Resultante 
entstehen, welche jene erstere Electricitätsmenge nach einer be- 
stimmten Richtung zu treiben und dadurch von seinem Molecül, 
wenn dieses an der Bewegung verhindert wäre, zu trennen suchte. 

Wäre dagegen in einem Räume eine grosse Anzahl von Mo- 
lecülen befindlich, welche alle mit gleicher Electricität geladen 
wären, so würde die Electricitätsmenge irgend eines zur Betrach- 
tung ausgewählten Molecüls von den Electricitätsmengen aller 
anderen abgestossen werden, und diese Kräfte würden, wenn sich 
das betrachtete Molecül nicht gerade in der Mitte der Masse be- 
fände, durch ihre Vereinigung eine beträchtliche in der Richtung 
von innen nach aussen wirkende Kraft bilden können. Da auch 
die an den anderen Molecülen haftenden Electricitätsmengen ganz 
ähnlichen Wirkungen unterworfen wären, indem jede durch die 
Gesammtwirkung aller übrigen nach aussen gedrängt würde, so 
würde in dem electrischen Zustande der ganzen Masse eine Span- 
nung obwalten, welche sich nur dann unverändert erhalten könnte, 
wenn die Masse absolut nichtleitend wäre. Im anderen Falle 
würde die freie Electricität aller Molecüle, je nach der Güte der 
Leitung mehr oder weniger schnell nach aussen strömen, zunächst 
an die Oberfläche, der Masse, und von da, wenn die Masse nicht 
vollkommen isolirt wäre, in die weiteren Umgebungen. 
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§. 3. Bedingung, welche als erfüllt voraus- 
zusetzen ist 

Betrachten wir femer den Vorgang der Zersetzung selbst, 
wie er in der Flüssigkeit, welche als Electroljrt dient, oder den 
Electrolyten aufgelöst enthält, stattfindet , so darf zunächst so viel 
als feststehend betrachtet werden, dass nicht die an der einen 
Electrode frei werdenden Theihnolecüle sich durch die Flüssig- 
keit bis zur anderen Electrode fortbewegen, sondern dass in der 
ganzen zwischen den beiden Electroden befindlichen Flüssigkeits- 
masse überall Zersetzungen und neue Verbindungen geschehen, 
so dass die positiven Theilmolecüle, welche während der Zeit- 
einheit an der Kathode ankommen, zwar der Anzahl nach mit 
denen übereinstimmen, welche von der Anode ausgehen, aber nicht 
dieselben sind, und ebenso in Bezug auf die negativen Theil- 
molecüle, welche an der Anode ankommen. 

Die Art, wie die in den verschiedenen Flüssigkeitsschichten 
stattfindenden Zersetzungen unter einander zusammenhängen, be- 
darf aber noch einer näheren Feststellung, und namentlich muss 
eine Ansicht, welche ziemlich nahe zu liegen scheint, welche aber 
entschieden unrichtig ist, von vornherein ausgeschlossen werden. 

Man könnte sich nämlich möglicherweise vorstellen, dass die 
Zersetzung von der einen Electrode, z. B. von der Anode, aus- 
ginge , dass die negativen Theilmolecüle der zersetzten Gesammt- 
molecüle hier festgehalten würden, die positiven dagegen zur 
nächsten Flüssigkeitsschicht gingen und dort eine neue Zersetzung 
bewirkten, indem sie sich mit den negativen Theilmolecülen die- 
ser Schicht verbänden, und die positiven frei machten , dass diese 
letzteren dann weiter zur folgenden Schicht gingen, und hier aber- 
mals dieselbe Wirkung ausübten u. s. £ Hiemach würde die Zer- 
setzung einer Schicht die Ursache für die Zersetzung der folgen- 
den Schicht sein, und die Wirkung der in dem Leiter vorhande- 
nen treibenden Kraft würde sich darauf beschränken, erstens die 
frei gewordenen positiven Theilmolecüle der vorigen Schicht nach 
der folgenden zu bewegen, und zweitens dadurch, dass sie die 
positiven Theilmolecüle dieser Schicht ebenfalls vorwärts drängt, 
die Zersetzung zu erleichtem. 

Die Unrichtigkeit dieser Vorstellungsweise ergiebt sich aber 
sogleich daraus, dass nach ihr innerhalb der Flüssigkeit während 
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des Stromes stets ein Ueberschuss yon positiven Theilmolecülen, 
und somit auch von positiver Electricität vorhanden sein müsste, 
was, wie schon erwähnt, nach den Gesetzen über die Vertheilung 
der getrennten Electricität für einen stationären Strom eben so 
unzulässig ist, wie für den Gleichgewichtszustand. In derselben 
Weise würde man, wenn man die vorher beschriebene Art der 
Fortpflanzung der Zersetzungen in umgekehrter Richtung von der 
Kathode zur Anode annehmen wollte, einen Ueberschuss von nega- 
tiven Theilmolecülen innerhalb der Flüssigkeit erhalten , welcher 
natürlich gleichfalls unstatthaft ist. 

Als Grundbedingung für alle weiteren Betrachtungen müssen 
wir an dem Satze festhalten, dass sich innerhalb jedes mess- 
baren Raumes der Flüssigkeit gleich viel positive und 
negative Theilmolecüle befinden, mögen diese nun alle je 
zwei zu Gesammtmolecülen verbunden sein , oder mögen einige im 
unverbundenen Zustande zwischen den Gesammtmolecülen zer- 
streut sein. 

Hieraus folgt, dass in einer electrolytischen Flüssigkeit, welche 
sich in ihrem natürlichen Zustande befindet, indem keine Art von 
Theilmolecülen in ihr überwiegt, unter dem blossen Einflüsse der- 
jenigen Kraft, welche dazu dient, den Leitungswiderstand zu über- 
winden, solche abwechselnde Zersetzungen und Wiederverbindun- 
gen der Molecüle, wie sie zur Electricitätsleitung nöthig sind, statt- 
finden können i). 

Die Erklärung dieser Thatsache bietet eine eigenthümliche 
Schwierigkeit dar, welche, wie es mir scheint, nur dadurch geho- 
ben werden kann , dass man ein durchaus anderes Verhalten der 
Flüssigkeiten anninmit, als es bisher gebräuchlich war. Ich will 
versuchen, dieses in den nächsten Paragraphen auseinander zu 
setzen. 



^) Um einen Fall zu haben, wo gar keine Electroden vorkommen, kann 
man folgende Annahme machen. Es sei aus einem electrolytischen Leiter 
ein in sich geschlossener Ring gebildet. In der Nä^e dieses leitenden 
Ringes werde ein kreisförmiger electrischer Strom oder ein Magnet 
bewegt, z. B. angenähert oder entfernt. Dadurch wird in dem Ringe ein 
Inductionsstrom erzeugt, und man hat somit in dem Electrolyten einen 
electrischen Strom, welcher nicht von einer Electrode zu einer anderen, 
sondern im Kreise durch einen überall gleichartigen Ring geht und durch 
eine electromotorische Kraft hervorgerufen ist, die nicht bloss an einzelnen 
Stellen des Ringes, sondern in allen seinen Theilen wirkt* 
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§. 4. Schwierigkeit der Erklärung. 

Es sei eine Flüssigkeit gegeben, welche entweder ganz oder 
zum Theil aus electrolytischen Molecülen besteht, und wir wollen 
zunächst einmal annehmen , diese Molecüle hätten sich im natür- 
lichen Zustande der Flüssigkeit in irgend einer bestimmten Anord- 
nung gelagert, in welcher sie, so lange keine fremde Kraft auf sie 
einwirkt, verharrten, indem die einzelnen Molecüle zwar yielleicht 
um ihre Gleichgewichtslagen oscilliren , aber nicht ganz aus den- 
selben heraustreten könnten ; femer sei, wie man es bei jeder der- 
artigen Anordnung voraussetzen muss, die Anziehung zwischen 
zwei Theilmolecülen, welche zu einem Gesammtmolecül verbunden 
sind, und daher einander sehr nahe sind, grösser, als die Anzie- 
hung zwischen dem positiven Theilmolecül eines Gesammtmolecüls 
und dem negativen eines anderen. Wenn nun innerhalb dieser 
Masse eine electrische Kraft wirkt, welche die positiv electrischen 
Theilmolecüle nach einer und die .negativ electrischen nach der 
entgegengesetzten Richtung zu treiben sucht, so fragt es sich, wel- 
chen Einfluss diese auf das Verhalten der Molecüle ausüben muss. 

Die erste Wirkung würde offenbar, sofern die Molecüle als 
drehbar vorausgesetzt werden, darin bestehen, alle Molecüle in 
gleicher Weise zu richten, indem die beiden entgegengesetzt elec- 
trischen Bestandtheile jedes Gesammtmolecüls sich nach den Sei- 
ten drehen würden, wohin sie durch die wirksame Kraft getrieben 
werden. 

JFemer würde die Kraft die zu einem Gesammtmolecül ver- 
einigten Theilmolecüle zu trennen und nach entgegengesetzten 
Richtungen zu bewegen suchen, und wenn diese Bewegung ein- 
träte, so würde dadurch das positive Theilmolecül des einen Ge- 
sanmitmolecüls mit dem negativen des folgenden zusammenkom- 
men und sich mit ihm verbinden. Nun muss aber, um die einmal 
verbundenen Theilmolecüle zu trennen, die Anziehung, welche sie 
aufeinander ausüben, überwunden werden, wozu eine Kraft von 
bestinamter Stärke nöthig ist, und dadurch wird man zu dem 
Schlüsse geführt, dass, so lange die in dem Leiter wirksame 
Kraft diese Stärke nicht besitzt, gar keine Zersetzung 
der Molecüle stattfinden könne, dass dagegen, wenn die 
Kraft bis zu dieser Stärke angewachsen ist, sehr viele 
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Molecüle mit einem Male zersetzt werden müssen, indem 
sie alle unter dem Einflüsse derselben Kraft stehen und 
fast gleiche Lage zu einander haben. In Bezug auf den 
electrischen Strom kann man diesen Schluss, wenn man voraus- 
setzt, dass der Leiter nur durch Electrolyse leiten könne , so aus- 
drücken: So lange die im Leiter wirksame treibende 
Kraft unter einer gewissen Grenze ist, bewirkt sie gar 
keinen Strom, wenn sie aber diese Grenze erreicht hat, 
so entsteht plötzlich ein sehr starker Strom. 

Dieser Schluss widerspricht aber der Erfahrung vollkommen. 
Schon die geringste Kraft i) bewirkt einen durch abwechselnde 
Zersetzungen und Wiederverbindungen geleiteten Strom, und die 
Intensität dieses Stromes wächst nach dem Ohm 'sehen Gesetze 
der Kraft proportional. 

Demnach muss die obige Annahme, dass die Theilmolecüle 
eines Electrolyten in fester Weise zu Gesammtmolecülen verbun- 
den sind, und diese eine bestimmte regelmässige Anordnung ha- 
ben, unrichtig sein. Man kann dieses Resultat noch allgemeiner 
folgendermaassen aussprechen. Jede Annahme, welche darauf 
hinauskommt, dass der natürliche Zustand einer electrolytischen 
Flüssigkeit ein Gleichgewichtszustand ist, in welchem jedes posi- 
tive Theilmolecül mit einem negativen fest verbunden ist, und 
dass femer, um die Flüssigkeit aus diesem Gleichgewichtszustande 
in einen anderen , welcher sich vom vorigen nur dadurch unter- 
scheidet, dass eine Anzahl positiver Theilmolecüle mit anderen 
negativen, als vorher, verbunden ist, überzuführen, eine Kraft von 
bestimmter Stärke auf diejenigen Molecüle, welche diese Verände- 
rung erleiden sollen, wirken muss, — jede solche Annahme steht 
im Widerspruche mit dem Ohm 'sehen Gesetze. 

Ich glaube daher, dass die folgende Annahme, bei welcher 
dieser Widerspruch gehoben ist, und welche, wie es mir scheint, 



^) Ich muss hierbei noch einmal ausdrücklich hervorheben, dass hier, 
wie in diesem ganzen Abschnitte, nicht von den Kräften die Rede ist, 
welche an den Electroden wirken, wo die Zersetzungsproducte ausgeschie- 
den werden und die Polarisation überwunden werden muss, sondern ledig- 
^''lich von der Kr^ft, welche innerhalb des Electrolyten selbst wirkt, wo je- 
des Theilmolecül, welches von dem bisher mit ihm verbundenen Theil- 
molecül getrennt wird, sich sogleich wieder mit einem anderen TheilmolecüJ 
derselben Art verbindet, so dass die Masse im Wesentlichen ungeändert 
bleibt, und nur der Leitungswiderstand zu überwinden ist. 



Electiicitätsleitung in Electrolyten. 163 

auch mit den sonst bekannten Thatsachen vereinbar ist, einige 
Beachtung verdient. 



§. 5. Veränderte Annahme über das moleculare Ver- 
halten electrolytischer Flüssigkeiten. 

In meiner Abhandlung y,über die Art der Bewegung, welche 
wir Wärme rennen ^ ^), habe ich die Ansicht ausgesprochen, dass 
in Flüssigkeiten die MoleciUe nicht bestimmte Gleichgewichtslagen 
haben, um welche sie nur oscilliren, sondern dass ihre Bewegun- 
gen so lebhaft sind, dass sie dadurch in ganz veränderte und im- 
mer neue Lagen zu einander kommen, und sich unregelmässig 
durch einander bewegen. 

Unter Zugrundelegung dieser Ansicht wollen wir uns in der 
electrolytischen Flüssigkeit zunächst einmal ein einzelne» Theil- 
molecül, z. B. ein electro-positives, befindlich denken, von welchem 
wir voraussetzen wollen , dass sein electrischer Zustand noch ganz 
derselbe sei, wie in dem Momente, wo es aus einem Gesammt- 
molecül ausgeschieden wurde. Ich glaube nun, dass, indem dieses 
Theilmolecül sich zwischen den Gesammtmolecülen umherbewegt, 
unter den vielen Lagen, die es annehmen kann, auch zuweilen 
solche vorkonmien, in welchen es das negative Theilmolecül irgend 
eines Gesammtmolecüls mit stärkerer Kraft anzieht, als die, mit 
welcher die beiden zu dem Gesammtmolecül gehörigen Theilmole- 
cüle, deren Lage zu einander auch nicht ganz unveränderlich ist, 
sich in diesem Augenblicke gegenseitig anziehen. Sobald es in 
eine solche Lage getreten ist, verbindet es sich mit diesem nega- 
tiven Theilmolecül, und das bisher mit demselben verbundene posi- 
tive Theilmolecül wird dadurch frei. Dieses bewegt sich nun eben- 
falls allein umher und zerlegt nach einiger Zeit ein anderes Ge- 
sanmitmolecül auf dieselbe Art u. s, f., und alle diese Bewegungen 
und Zersetzungen geschehen eben so unregelmässig, wie die Wärme- 
bewegungen, durch welche sie veranlasst werden. 

Betrachten wir ferner das Verhalten der Gesammtmolecüle 
unter einander, so glaube ich, dass es auch hier zuweilen geschieht, 
dass das positive Theilmolecül eines Gesammtmolecüls zu dem 
negativen eines anderen in eine günstigere Lage kommt, als jedes 



1) Pogg. Ann. Bd. 100, S. 353. 
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dieser beiden Theilmolecüle im Augenblicke gerade zu dem ande- 
ren Theilmolecül seines eigenen Gesammtmolecüls hat Dann 
werden sich jene beiden bisher fremden Theibnolecüle zu einem 
Gesammtmolecül verbinden, und die beiden dadurch frei werden- 
den Theilmolecüle (das negative des ersten und das positive des 
zweiten Gesammtmolecüls) werden sich entweder ebenfalls unter 
einander verbinden, oder wenn die Wärmebewegung sie daran 
verhindern sollte, so werden sie sich unter die übrigen Gesammt- 
molecüle mischen , und dort ähnliche Zersetzungen hervorbringen, 
wie sie vorher von einem einzelnen Theilmolecül beschrieben 
wurden. 

Wie häufig in einer Flüssigkeit solche gegenseitige Zerlegun- 
gen vorkommen, wird erstens von der Natur der Flüssigkeit ab- 
hängen, ob die Theile der einzelnen Gesammtmolecüle mehr oder 
weniger innig zusammenhängen , und zweitens von der Lebhaftig- 
keit der Molecularbewegung, d. h. von der Temperatur. 



§. 6. Neue Erklärung der electrolytischen Leitung. 

Wenn nun in einer Flüssigkeit, deren Molecüle sich schon 
von selbst in einer solchen Bewegung befinden, wobei sie ihre 
Theilmolecüle in unregelmässiger Weise austauschen, eine elec- 
trische Kraft wirkt, welche alle positiven Theilmolecüle nach einer 
und alle negativen nach der entgegengesetzten Richtung zu trei- 
ben sucht, so lässt sich leicht einsehen, welcher Unterschied da- 
durch in der Art der Molecularbewegung eintreten muss. 

Ein freies Theilmolecül wird dann nicht mehr ganz den un- 
regelmässig wechselnden Richtungen , nach welchen es durch die 
Wärmebewegungen getrieben wird, folgen, sondern es wird die 
Richtung seiner Bewegung im Sinne der wirksamen Kraft ändern, 
so dass unter den Richtungen der freien positiven Theilmolecüle, 
obwohl sie noch sehr unregelmässig sind, doch eine gewisse Rich- 
tung vorherrscht, und ebenso die negativen Theilmolecüle sich 
vorherrschend nach der entgegengesetzten Richtung bewegen. 
Ausserdem werden bei der Einwirkung eines Theilmolecüls auf ein 
Gesammtmolecül und bei der Einwirkung zweier Gesammtmolecüle 
auf einander solche Zerlegungen, bei welchen die Theilmolecüle in 
ihren Bewegungen zugleich der electrischen Kraft folgen können, 
erleichtert werden und daher häufiger stattfinden, als ohne die 
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Kraft, indem auch in Fällen, wo die Lage der Molecüle noch nicht 
günstig genug ist, dass die Zerlegung von selbst eintreten könnte, 
die Mitwirkung der electrischen Kraft ihr Eintreten veranlassen 
kann. Umgekehrt solche Zerlegungen, bei denen die Theilmole- 
cüle sich der electrischen Kraft entgegen bewegen müssten , wer- 
den durch diese Kraft erschwert und dadurch seltener gemacht 
werden. 

Betrachtet man im Inneren dieser Flüssigkeit, während die 
electrische Kraft wirkt, ein kleines auf der Richtung der Kraft 
senkrechtes Flächenstück , so gehen durch dieses während 
der Zeiteinheit mehr positive Theilmolecüle in posi- 
tiver als in negativer Richtung hindurch, und mehr 
negative Theilmolecüle in negativer als in positiver 
Richtung. Da nun für jede Art von Theilmolecülen zwei in ent- 
gegengesetzter Richtung stattfindende Durchgänge sich gegensei- 
tig in ihrer Wirkung aufheben , und nur der für die. eine Rich- 
tung bleibende Ueberschuss von Durchgängen in Betracht konmit, 
80 kann man das Vorige auch einfacher so ausdrücken: es geht 
eine gewisse Anzahl positiver Theilmolecüle in posi- 
tiver und eine Anzahl negativer Theilmolecüle in 
negativer Richtung durch das Flächenstück. Die Grösse 
dieser beiden Zahlen braucht nicht gleich zu sein , weil sie ausser 
von der treibenden Kraft, welche für beide Arten von Theilmole- 
cülen gleich ist, auch noch von dem Grade der Beweglichkeit ab- 
hängt, welcher bei verschiedenartigen Theilmolecülen aus mehre- 
ren Gründen verschieden sein kann. 

Diese entgegengesetzte Bewegung der beiden Arten von Theil- 
molecülen bildet den galvanischen Strom innerhalb der Flüssig- 
keit. Um die Stärke des Stromes zu bestimmen, ist es nicht nöthig, 
die Anzahl der in positiver Richtung durch das Flächenstück ge- 
henden positiven Theilmolecüle und die Anzahl der in negativer 
Richtung hindurchgehenden negativen Theilmolecüle einzeln zu 
kennen, sondern es genügt, wenn man die Summe beider Zahlen 
kennt. Mag man nämlich von der Vorstellung ausgehen, dass es 
zwei Electricitäten gebe , und dass ein negativ electrisches Theil- 
molecül mit einer gewissen Quantität freier negativer Electricität 
begabt sei, oder von der Vorstellung, dass es nur eine Electricität 
gebe, und dass ein negativ electrisches Theümolecül weniger Elec- 
tricität besitze, als für den neutralen Zustand nöthig ist, in bei- 
den Fällen muss man annehmen , dass es zur Vermehrung eines 
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galyanischen Stromes gleich viel beiträgt, ob ein positiv -electri- 
sches Theilmolecül sich nach der Sichtung des Stromes , oder ob 
ein eben so stark negativ-electrisches Theilmolecül sich nach der 
entgegengesetzten Richtung bewegt. Wenn wir also für den Fall, 
dass die Molecularbewegung der Art wäre, dass nur für die posi- 
tiven Theilmolecüle ein Ueberschuss der Bewegung nach einer 
Richtung stattfände , und dass während der Zeiteinheit n positive 
Theilmolecüle in positiver Richtung durch das Flächenstück gin- 
gen, die dadurch bedingte Stromstärke mit C,n bezeichnen, so 
müssen wir dem entsprechend bei einer Bewegung, bei welcher 
gleichzeitig n positive Theilmolecüle in der positiven und w' nega- 
tive Theilmolecüle in der negativen Richtung hindurchgehen, die 
Stromstärke mit C (w -f~ ^') bezeichnen. 



§. 7. Uebereinstimmung der neuen Erklärung mit der 
Erfahrung und Unterschied zwischen ihr und der 
Grotthuss'schen Erklärung. 

Bei dieser Auffassung des Zustandes der Flüssigkeiten fällt 
die oben erwähnte Schwierigkeit fort. Man sieht leicht, dass der 
Einfluss, welchen die electrische Kraft auf die schon von selbst 
stattfindenden , aber noch unregelmässigen Zersetzungen und Be- 
wegungen der Molecüle übt, nicht erst beginnt, wenn die Kraft 
eine gewisse Stärke erreicht hat, sondern dass schon die geringste 
Kraft in der vorher angegebenen Weise ändernd auf dieselben 
einwirken, und dass die Grösse dieser Wirkung mit der Stärke 
der Kraft wachsen muss. Der ganze Vorgang stimmt also mit dem 
Ohm'schen Gesetze sehr gut überein. 

Weshalb das electrische Leitungsvermögen, welches von der 
Leichtigkeit, -mit welcher [die Zerlegungen der Molecüle und die 
Bewegungen der Theilmolecüle innerhalb der Flüssigkeit gesche- 
hen, abhängt, bei verschiedenen Flüssigkeiten so verschieden ist, 
weshalb z. B. bei den Molecülen des Schwefelsäurehydrats die 
Zerlegungen so sehr viel leichter stattfinden , als bei den Wasser- 
molecülen, und woher der bedeutende Einfluss kommt, welchen die 
Verdünnung der Schwefelsäure auf die Güte der Leitung ausübt, 
ist freilich bisher nicht hinlänglich erklärt, indessen sehe ich darin 
auch nichts, was als Widerspruch gegen die vorstehende Theorie 
geltend gemacht werden könnte. 
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Der Umstand dagegen, dass bei Leitern zweiter Classe das 
Leitungsvermögen mit wachsender Temperatur zunimmt, erklärt 
sich aus dieser Theorie in sehr ungezwungener Weise , indem die 
grössere Lebhaftigkeit der inneren Bewegung offenbar dazu bei- 
tragen muss, die gegenseitigen Zerlegungen der Molecüle zu er- 
leichtem. 

Vergleichen wir die ältere Grotthuss'sche Theorie mit der 
hier entwickelten, so liegt der Unterschied hauptsächlich darin, 
dass in jener angenommen wird, die Bewegung werde erst durch 
die electrische Kraft hervorgerufen , und finde nur nach zwei be- 
stimmten Richtungen statt, indem die Zersetzungen regelmässig 
Ton Molecül zu Molecül fortschreiten , während nach dieser die 
schon vorhandenen Bewegungen nur geändert werden, und auch 
das nicht so, dass sie vollkommen regelmässig werden, sondern 
nur so, dass in der noch immer grossen Mannichfaltigkeit von Be- 
wegungen die beiden bestimmten Richtungen vorherrschen. 



§. 8. Eine frühere ähnliche Ansicht über moleculare 

Vorgänge. 

Nachdem ich im Jahre 1857 die vorstehende Ansicht über das 
Verhalten electrolytischer Flüssigkeiten niedergeschrieben hatte, 
erfahr ich in der Unterhaltung mit einem Chemiker, dass eine ähn- 
liche Ansicht über das Verhalten zusammengesetzter flüssiger und 
Inftförmiger Körper schon von Williamson in einer Abhandlung 
über die Theorie der Aetherbildung i) ausgesprochen ist. Es 
heisst in dieser Abhandlung unter anderen'): „Wir werden auf 
diese Weise zu der Annahme geftdirt, dass in einem Aggregat von 
Molecülen jeder Verbindung ein fortwährender Austausch zwi- 
schen den in ihr enthaltenen Elementen vor sich geht Angenom- 
men z. B., ein Gefass mit Salzsäure würde durch eine grosse Zahl 
von Molecülen von der Zusammensetzung CIH ausgefüllt, so 
würde uns die Betrachtung, zu der wir gelangt sind, zu der An- 
nahme fuhren, dass jedes Atom Wasserstoff nicht in ruhiger Ge- 
geneinanderlagenmg neben dem Atom Chlor bleibe , mit dem es 



^) Annalen der Chemie und Phannacie Bd. 77, S. 37. Gelesen vor der 
British Association zu Edinbnrg. 
>) A. a. 0. S. 46. 
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zuerst verbunden war, sondern dass ein fortwährender Wechsel 
des Platzes mit anderen Wasserstoffatomen stattfindet.^ 

Hiernach scheint William son sogar eine bei weitem grössere 
Wandelbarkeit in der Gruppirung der Theilmolecüle anzunehmen, 
als zur Erklärung der Electricitätsleitung nöthig ist. Er spricht 
von einem fortwährenden Wechsel eines Wasserstoffatoms mit an- 
deren Wasserstoffatomen, während es zur Erklärung der Electri- 
citätsleitung genügt, wenn bei den Zusammenstössen der Gesammt- 
molecüle hin und wieder und vielleicht verhaltnissmässig selten 
ein Austausch der Theilmolecüle stattfindet. 

Williamson führt zur Bestätigung seiner Ansicht das Ver- 
halten an, welches stattfindet, wenn in einer Flüssigkeit zwei Ver- 
bindungen mit verschiedenen electro- positiven und verschiedenen 
electro-negativen Bestandtheilen gelöst sind, dass dann die beiden 
ursprünglichen Verbindungen nicht einfach bestehen bleiben, oder 
eine andere Anordnung der Art entsteht, bei welcher ein electro- 
positiver Bestandtheil ausschliesslich mit Einem der beiden electro- 
negativen Bestandtheile verbunden ist, und umgekehrt, sondern 
dass alle vier möglichen Gombinationen sich in einem gewissen 
Verhältnisse bilden, woher es kommt, dass, wenn irgend eine der 
vier Verbindungen unlöslich ist, diese sich ausscheidet. Auch ich 
glaube, dass dieses Verhalten sich sehr natürlich daraus erklärt, 
dass die Verbindungen je zweier Theilmolecüle nicht fest, sondern 
wandelbar sind, und dass ein positives Theilmolecül nicht bloss 
ein positives Theilmolecül derselben Art, sondern auch ein solches 
von anderer Art verdrängen kann, und ich habe dieses Verhalten 
bei der Aufstellung der oben entwickelten Theorie gleich mit im 
Auge gehabt. Indessen halte ich es auch hierbei nicht für nöthig, 
dass alle Molecüle in fortwährendem Wechsel begriffen sind, son- 
dern es scheint mir zu genügen, wenn sie sich hin und wieder ge- 
genseitig austauschen, denn wenn die Anzahl der Austausche auch 
im Verhältniss zur Anzahl der Stösse gering ist, so kann sie doch 
an sich betrachtet noch sehr gross sein , und daher in kurzer Zeit 
eine bedeutende Aenderung in der ursprünglichen Verbindungsart 
hervorbringen. 

Da ich zu dem Schlüsse über die. im Inneren einer Flüssig- 
keit stattfindenden Austausche der Theilmolecüle ganz unabhän- 
gig und auf einem durchaus anderen Wege wie Williamson ge- 
langt bin , so habe ich , auch nachdem ich die Abhandlung dessel- 
ben kennen gelernt habe , doch noch geglaubt , meine Betrachtun- 
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gen unyerändert mittheilen zu dürfen, indem es dadurch am besten 
ersichtlich sein wird, in wie fem diese beiden Betrachtungsweisen 
einander gegenseitig zur Bestätigung dienen. 



§. 9. Metallische Leitung in Electrolyten. 

Es ist in neuerer Zeit mehrfach die Frage erörtert, ob in 
Leitern zweiter Classe neben der Leitung durch Electrolyse auch 
noch eine Electricitätsleitung der Art, wie in Leitern erster Classe 
stattfinde. 

Vom theoretischen Gesichtspuncte aus scheint mir der An- 
nahme, dass beide Arten von Leitung in demselben Körper gleich- 
zeitig stattfinden können, nichts entgegen zu stehen. Die Bestim- 
mung aber, wie sich in einzelnen Fällen die beiden verschiedenen 
Leitungen ihrer Grösse nach zu einander verhalten, wird bei dem 
Mangel an genau festgestellten Thatsachen, welche als Grundlage 
iiir theoretische Schlüsse dienen könnten, für jetzt wohl ganz der 
experimentellen Untersuchung überlassen bleiben müssen. 

Für diejenigen Körper, welche bis jetzt in dieser Beziehung 
untersucht sind, und welche ihrer vielfachen Anwendung wegen 
die wichtigsten sind, hat sich gezeigt, dass die Leitung ohne Elec- 
trolyse, wenn sie überhaupt existirt, jedenfalls sehr gering ist, 
und es wird daher nicht nöthig sein, auf diese Art von Leitung, 
welche übrigens theoretisch nichts wesentlich Neues darbieten 
würde, hier näher einzugehen. 



ABSCHNITT VIL 



Die thermoeleotrisohen Ströme. 

§• 1. Electrischer Zustand an der Berührungsfläche 

zweier Stoffe. 

Während die beiden vorigen Abschnitte nur die in einem 
homogenen Leiter während eines stationären electrischen Stromes 
stattfindenden Vorgänge behandelten, soU nun eine Verbindung 
mehrerer ohne Electrolyse leitender Stoffe betrachtet werden, 
welche, wenn sie eine in sich geschlossene Leitung bilden und die 
Verbindungsstellen der Stoffe auf verschiedenen Temperaturen 
erhalten werden, einen thermoelectrischen Strom geben. 

Man nimmt gewöhnlich als Sitz dier electromotorischen Kräfte, 
welche den thermoelectrischen Strom hervorbringen, die eben er- 
wähnten Verbindungsstellen verschiedener Stoffe an, während man 
innerhalb eines einzelnen Stoffes, auch wenn seine Theile verschie- 
dene Temperaturen haben, keine electromotorischen Kräfte vor- 
aussetzt. Wir wollen diese Annahme, welche die einfachste ist, 
zunächst auch machen , und untersuchen zu welchen Folgerungen 
sie führt. Die Vergleichung dieser Folgerungen mit der Erfah- 
rung wird dann von selbst herausstellen, ob jene einfache An- 
nahme zur Erklärung aller beobachteten Thatsachen genügt, oder 
ob und in welcher Weise sie noch modificirt werden muss. 

Für die Berührungsfläche zweier Stoffe machen wir die An- 
nahme, dass dort eine Spannungsdifferenz zwischen den Stoffen 
eintrete , indem die Electricität sich ungleich unter ihnen theile. 
Hiernach muss man für den Zustand des Gleichgewichtes anneh- 
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men, dass die Potentialfunction zwar innerhalb eines jeden einzel- 
nen Stoffes constant sei, aber in zwei sich berührenden Stoffen 
verschiedene Werthe habe ^), und für den während eines cöntinuir- 
lichen Stromes stattfindenden Zustand, dass die Pot^itialfunction 
sich innerhalb jedes einzelnen Stoffes nur allmälig, an der Berüh- 
rongsfläche zweier Stoffe -aber plötzlich ändere. Wir können somit, 
wenn wir die Potentialfunction innerhalb zweier Leiter, welche a 
und b heissen mögen, zur Unterscheidung mit F« und Vi, bezeich- 
nen, für je zwei Puncte, welche sich zu beiden Seiten der Berüh- 
rungsfläche sehr nahe gegenüberliegen, die Gleichung 

(1) Fft — Va = Eabi 

bilden, worin Eab eine von der Beschaffenheit der sich berühren- 
den Stoffe abhängige Grösse ist, welche wir diePotentialniveau- 
differenz der beiden Stoffe nennen wollen. 

Man darf diese plötzliche Aenderung der Potentialfunction 
natürlich nicht im streng mathematischen Sinne als einen Sprung 
betrachten, welcher in einer mathematischen Fläche stattfindet, 
sondern nur als eine sehr schnelle Aenderung in der Nähe dieser 
Fläche. Zur Erklärung derselben muss man, wie schon mehrfach, 
und besonders bestimmt von Helmholtz *) ausgesprochen ist, zwei 
zu beiden Seiten der Berührungsfläche sich gegenüberliegende 
entgegengesetzt electrische Schichten annehmen, also eine ähn- 
liche Anordnung , wie bei einer geladenen Leidener Flasche oder 
Franklin 'sehen Tafel. Wir wollen den die beiden electrischen 
Schichten und ihren Zwischenraum umfassenden Raum, welcher 
im Ganzen nur eine sehr dünne Schicht bildet, die Uebergangs- 
schicht der beiden Stoffe nennen. 



§. 2. Grund der Potentialniveaudifferenz. 

Es entsteht nun aber die Frage, was es für eine Kraft ist, 
welche diese beiden Schichten, die doch durch keinen nichtleiten- 

^) In electrostatischen Untersuchungen legt man gewöhnlich den Satz 
zu Grunde, dass in einem ganzen Systeme unter sich verbundener Leiter 
im Zustande des Gleichgewichtes die Potentialfunction überall denselben 
Werth habe ; dadurch sollen aber die durch Verschiedenheit der Stoffe be- 
dingten Unterschiede nicht bestritten werden, sondern sie sind nur ihrer 
Kleinheit wegen vernachlässigt, da man es in der Electrostatik gewöheliQh 
mit viel grösseren Unterschieden zu thun hat. 

2) Pogg. Ann. Bd. 89. 
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den Körper von einander getrennt sind, hindert, sich in ihrem 
electrischen Zustande auszugleichen, und welche sogar, wenn die 
Electricität einen anderen Weg zur Ausgleichung hat, in demsel- 
ben Maasse, wie dadurch die Differenz an der Berührungsfläche 
geringer werden würde , immer neue Electricität von der negati- 
ven nach der positiven Seite hinübertreib.t, und so einen fortwäh- 
renden electrischen Strom möglich macht. 

Helmhol tz spricht sich darüber in seiner Schrift „über die 
Erhaltung der Kraft" S. 47 folgendermaassen aus: „Es lassen 
sich nämlich offenbar alle Erscheinungen in Leitern erster Classe 
(d. h. solchen, in denen die Leitung der Electricität ohne Electro- 
lyse stattfindet) herleiten aus der Annahme , dass die verschiede- 
nen chemischen Stoffe verschiedene Anziehungskräfte haben gegen 
die beiden Electricitäten und dass diese Anziehungskräfte nur in 
unmessbar kleinen Entfernungen wirken, während die Electricitä- 
ten auf einander es auch in grösseren thun. Die Contactkraft 
würde danach in der Differenz der Anziehungskräfte bestehen, 
welche die der Berührungsstelle zunächst liegenden Metalltheil- 
chen auf die Electricitäten dieser Stelle ausüben, und das electri- 
sche Gleichgewicht eintreten, wenn ein electrisches Theilchen, wel- 
ches von dem einen zum anderen übergeht, nichts mehr an leben- 
diger Kraft verliert oder gewinnt." 

Mit dieser Erklärung stimmen meines Wissens auch die An- 
sichten der meisten anderen Physiker überein, wenn die darüber 
vorhandenen Aussprüche auch minder klar und bestimmt sind ; des- 
sen ungeachtet glaube ich ihr wenigstens theüweise widersprechen 
zu müssen. Ob überhaupt eine Potentialniveaudifferenz in der 
hier angegebenen Weise bloss durch die verschiedenen Anziehungs- 
kräfte verschiedener chemischer Stoffe gegen die Electricität her- 
vorgebracht wird , mag vorläufig dahingestellt bleiben , dass sich 
aber hieraus, wie behauptet wird, alle Erscheinungen in Leitern 
erster Glasse herleiten lassen, muss ich bestreiten. Zur Erklärung 
der thermoelectrischen Ströme, und der von Peltier entdeckten, 
durch einen electrischen Strom verursachten Wärme- und Kälte- 
erregung an der Berührungsstelle zweier Stoffe reicht diese An- 
nahme nicht hin, sondern dazu ist eine andere Annahme nothwen- 
dig, nämlich die, dass die Wärme selbst bei der Bildung und 
Erhaltung der Potentialniveaudifferenz an der Berüh- 
rungsstelle wirksam ist, indem die Molecularbewegung, 
welche wir Wärme nennen, dieElectricität von dem einen 
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Stoffe zum anderen zu treiben strebt, und nur durch die 
entgegenwirkende Kraft der beiden dadurch gebildeten 
electrischen Schichten, wenn diese eine gewisse Dich- 
tigkeit erreicht haben, daran verhindert werden kann. 

Um dieses zuerst aus den thermoelectrischen Strömen nach- 
zuweisen, denken wir uns irgend eine aus zwei Stoffen, als welche 
wir der Regel nach Metalle annehmen können, gebildete Kette ge- 
geben. Wenn sich die ganze Kette in gleicher Temperatur befindet, 
so sind natürlich die Potentialniveaudifferenzen an den beiden 
Berührungsstellen gleich gross, und die Potentialfunction kann 
daher in jedem Metalle für sich einen constanten Werth haben, 
wie es dem Gleichgewichtszustande entspricht. Werden nun aber 
die beiden Berührungsstellen in verschiedene Temperaturen ge- 
bracht, so entsteht ein Strom, und daraus muss man schliessen, 
dass in Bezug auf die Vertheilung der Electricität eigenthümliche 
Bedingungen eingetreten sind, die sich durch keinen Gleichge- 
wichtszustand erfüllen lassen. 

Solche Bedingungen lassen sich aus der Annahme, dass die Po- 
tentialniveaudifferenzen nur durch die verschiedenen Anziehungs- 
kräfte chemisch verschiedener Stoffe gegen die Electricität her- 
vorgebracht werden, nicht herleiten. Zunächst ist es überhaupt 
sehr unwahrscheinlich, dass solche Anziehungskräfte sich mit der 
Temperatur ändern sollten, und wenn dieses nicht der Fall wäre, 
so würde die Wärmevertheilung auf die Electricitätsvertheilung 
gar keinen Einfluss haben. Aber wenn man auch diesen Einwand 
fallen lässt, und die Abhängigkeit der Anziehungskräfte von der 
Temperatur als möglich zugiebt, so ist damit doch zur Erklärung 
einer fortwährenden Bewegung der Electricität noch gar nichts 
gewonnen, denn alsdann würde einfach jeder Theil der Kette so 
viel Electricität zu sich heranziehen , wie seiner augenblicklichen 
Anziehungskraft entspräche, und würde diese, so lange die Tem- 
peraturverhältnisse der Kette dieselben blieben, festhalten. Man 
kann denselben Schluss auch in folgender Weise aussprechen. 
Wenn ein Stoff bei verschiedenen Temperaturen verschiedene An- 
ziehungskräfte gegen die Electricität besässe, so würden sich ver- 
schieden warme Theile desselben Stoffes in dieser Beziehung eben 
so zu einander verhalten, wie verschiedene Stoffe bei gleicher Tem- 
peratur, so dass auch zwischen ihnen Potentialniveaudifferenzen 
entstehen müssten, und zwar in der Weise, dass eine Temperatur- 
verschiedenheit in den Theilen einer thermoelectrischen Kette ge- 
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rade so wirken würde, wie eine vermehrte Stoffverschieden- 
heit bei gleicher Temperatur, welche wohl einen veränder- 
ten electrischen Gleichgewichtszustand , aber nie einen dauernden 
electrischen Strom zur Folge haben kann. 

Anders verhält es sich, wenn man annimmt, dass die Wärme 
selbst bei der Bildung der Potentialniveaudifferenzen an den Be- 
rührungsstellen wirksam sei. Diese Annahme macht es nicht nur 
möglich, sondern sogar sehr wahrscheinlich, dass die Grösse der 
Differenzen von den dort stattfindenden Temperaturen abhänge, 
und giebt dabei doch durchaus keine Veranlassung zu dem 
Schlüsse, dass auch zwischen den verschieden warmen Theiien 
eines und desselben Stoffes entsprechende Potentialniveaudifferen- 
zen entstehen müssen. Man erhält also bei dieser Annahme in der 
That den eigenthümlichen Fall, dass einerseits die Verschiedenheit 
der Potentialniveaudifferenzen an den beiden Berührungsstellen 
es nothwendig macht, dass die Potentialfunction in den verschie- 
denen Theiien der einzelnen Stoffe verschiedene Werthe be- 
sitzt, und dass sich andererseits innerhalb jedes einzelnen Stoffes 
der electrische Zustand so auszugleichen sucht, dass die Poten- 
tialfunction in allen seinen Theiien denselben Werth hat. Diese 
beiden Bedingungen lassen sich durch einen Gleichgewichtszustand 
nicht gleichzeitig erfüllen, sondern erfordern einen continuirHchen 
Strom, ganz so, wie es der wirklichen Beobachtung entspricht. 

Wir wenden uns nun zu der zweiten der oben erwähnten Er- 
scheinungen, zu der von P eitler entdeckten, an der Berührungs- 
fläche zweier Stoffe durch einen electrischen Strom verursachten 
Wärme- oder Kälteerregung. Von dieser Wirkung gilt natürUch 
dasselbe, was oben von der Veränderung der Potentialfunction ge- 
sagt ist, dass sie nicht auf eine mathematische Fläche beschränkt 
sein kann, sondern über den körperlichen Baum derjenigen Schicht 
vertheilt sein muss, welche wir oben mit dem Namen Ueber- 
gangsschicht bezeichnet haben. Zur Erklärung der in dieser 
Schicht stattfindenden Erzeugung- oder Vernichtung von Wärme 
ist es erforderlich, eine entprechende, von irgend einer 
Kraft gethane positive oder negative Arbeit nachzu- 
weisen. 

Um zu sehen, wie die beiden einander gegenüberstehenden 
Annahmen sich in Bezug auf dieses Erfordemiss verhalten, wollen 
wir zunächst wieder von der von Helmholtz ausgesprochenen 
Annahme ausgehen. Nach dieser wirken auf ein in diesem Baume 
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befindliches Electridtätstheilchen zwei verachiedene Kräfte, er- 
stens eine rein electrische Kraft, indem das Tbeilchen zwischen 
den beiden electrischen Schichten von der einen angezogen und 
7on der anderen abgestossen wird, und zweitens eine Molecular- 
kraft, indem das Tbeilchen von den auf beiden Seiten befind- 
lichen verschiedenartigen Molecülen verschieden stark angezogen 
wird. Wenn sich der Gleichgewichtszustand hergestellt hat, so 
wirken sich diese beiden Kräfte mit gleicher Stärke entgegen, so 
dass beim Uebergange des Theilchens eine eben so grosse Arbeit 
Ton der einen erlitten, wie von der anderen gethan werden würde, 
und daher, wie es auch Helmholtz ausspricht, weder ein Ge- 
winn noch ein Verlust an lebendiger Kraft eintreten könnte. Wäh- 
rend eines Stromes dagegen ist die electrische Kraft ein wenig 
grösser oder kleiner, als die Molecularkraft, so dass das Electri- 
citätstheilchen jener oder dieser folgen muss. Man kann dieses 
Verhältniss am einfachsten dadurch darstellen, dass man die wäh- 
rend des Gleichgewichts ?mrksamen einander gleichen Kräfte auch 
jetzt ganz unverändert beibehält, ausserdem aber noch eine kleine 
electrische Kraft als dritte hinzufügt, welche nach der einen oder 
anderen Seite gerichtet ist, und gerade nur dazu hinreicht, den 
Leitungswiderstand innerhalb der Uebergangsschicht zu überwin- 
den, und so die Electricität in Bewegung zu erhalten. Diese Kraft 
ist ganz dieselbe, welche bei gleicher Stromstärke auch in jeder 
mit einem gleichen Leitungswiderstande versehenen Schicht eines 
homogenen Leiters vorhanden sein muss, und somit können auch 
die von ihr gethane Arbeit und erzeugte Wärme keine anderen 
sein, als die, welche in einer solchen homogenen Schicht vorkom- 
men, und welche bei der Kleinheit des Leitungswiderstandes einer 
so dünnen Schicht hier vernachlässigt werden können. Die an der 
Berührungsstelle stattfindende eigenthümliche Erscheinung, 
welche von Peltier beobachtet ist, bleibt bei dieser Annahme also 
unerklärt. 

Wir wollen nun in gleicher Weise von der anderen Annahme 
ausgehen, nach der es die Wärme ist, welche innerhalb der Ueber- 
gangsschicht die Electricität von der einen nach der anderen Seite 
zu treiben strebt, und dadurch der electrischen Kraft entgegen- 
wirkt. Während des Gleichgewichtszustandes wird dieses Streben 
von der electrischen Kraft gerade compensirt; während eines 
Stromes dagegen ist die letztere, wie vorher erwähnt, etwas ver- 
grössert oder verkleinert und dadurch wird der Uebergang der 
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Electricität in der einen oder anderen Richtung veranlasst. Dabei 
thut oder erleidet die electrische Kraft eine gewisse Arbeit, und 
diese kann nicht durch eine entgegengesetzte Arbeit einer ande- 
ren Kraft aufgehoben werden, da unserer Annahme nach keine 
zweite Kraft vorhanden ist, sondern die Wirkungen, welche Helm- 
holtz einer solchen zuschreiben zu müssen glaubte, durch die 
Wärme, also durch eine Bewegung, hervorgebracht werden. 
Demnach muss jene ganze Arbeit eine äquivalente Vermehrung 
oder Verminderung der lebendigen Kraft zur Folge haben, und 
daraus erhalten wir, da lebendige Kraft hier nur in der Form von 
Wärme vorkommt, die von Peltier beobachtete Wärme- oder 
Kälteerregung. 

Ich glaube den ganzen Zustand in der Uebergangsschicht am 
besten mit dem vergleichen zu können, wenn ein in einer aus- 
dehnsamen Hülle befindliches Quantum Gas durch einen äusseren 
Druck zusanmiengehalten wird, während die Wärmebewegung sei- 
ner Molecüle es auszudehnen sucht Wird die äussere Kraft, welche 
vorher dem Ausdehnungsbestreben der Wärme gerade das Gleich- 
gewicht hielt, ein Wenig vergrössert oder verkleinert, so drückt 
sie das Gas weiter zusammen oder lässt es sich weiter ausdehnen; 
dabei thut oder erleidet sie eine gewisse Arbeit, und zugleich 
wird in dem Gase eine äquivalente Menge Wärme erzeugt oder 
vernichtet. 

Will man in Bezug auf die Arbeit diejenige Ausdrucksweise 
anwenden, welche in der mechanischen Wärmetheorie gebräuch- 
lich ist, dass man die durch die Wärme bewirkte Ueberwindung 
einer Kraft als gewonnene Arbeit und die von der Kraft selbst 
gethane Arbeit als verbrauchte Arbeit bezeichnet, so kann man 
sagen : wenn die Electricität sich unter dem Einflüsse der Wärme 
in dem der electrischen Kraft entgegengesetzten Sinne bewegt, so 
wird Arbeit gewonnen und dafür eine entsprechende Menge Wärme 
verbraucht. Findet dagegen die Bewegung der Electricität im 
Sinne der electrischen Kraft statt, so wird Arbeit verbraucht und 
dafür Wärme gewonnen, gerade so wie bei der Ausdehnung eines 
Gases und der dabei stattfindenden Ueberwindung des Gegen- 
druckes Arbeit gewonnen und Wärme verbraucht, und bei der Zu- 
sammendrückung des Gases Arbeit verbraucht und Wärme ge- 
wonnen wird. 
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§. 3. Unterscheidung der hier angenommenen Potential- 
niveaudifferenz von einer anderen. 

Es hat sich also ergeben, dass wenn man an der Berührungs- 
stelle zweier Stoffe eine durch die Wärme verursachte Potential- 
m?eaadifferenz annimmt, dann die durch den Strom je nach sei- 
ner Richtung erregte Wärme oder Kälte eine nothwendige Folge 
da?on ist Demgemäss können wir nun auch umgekehrt die letz- 
tere Erscheinung als einen Beweis für das Vorhandensein, und zu- 
gleich als ein Maass jener Potentialniveaudifferenz betrachten. 
Hiermit scheint aber eine andere Thatsache im Widerspruche zu 
stehen. Da nämlich die Wärme- oder Kälteerregung am stärksten 
beim Wismuth und Antimon stattfindet, so mnss man schliessen, 
dass zwischen diesen beiden Metallen auch die Potentialnivean- 
differenz am grossten ist; electroskopische Versuche dagegen zei- 
gen zwischen anderen Metallen, wie z. B. Kupfer und Zink, viel 
grössere Differenzen, als zwischen Wismuth und Antimon. Dieser 
Widerspruch lässt sich auf zwei verschiedene Weisen erklären. 

Erstens kann man annehmen, dass ausser der durch die Wärme 
verursachten Potentialniveaudifferenz gleichzeitig noch eine an- 
dere bestehe, welche in der von Helmholtz angegebenen Weise 
nur durch die verschiedenen Molecularanziehungen hervorgebracht 
werde, und dass diese, wenn sie auch auf die thermoelectrischen 
Erscheinungen keinen Einfluss übe, doch bei den electroakopi- 
sehen Erscheinungen zur vollen Geltung komme, und sich dabei 
sogar meistens ab die grossere von beiden erweise. Zweitens kann 
man annehmen, dass die bei electroskopischen Versuchen beob- 
achtete Differenz nicht durch die unmittelbare Benihmng der bei- 
den untersuchten Stoffe, z. B. des Kupfers und Zinks, entstehe, 
und überhaupt gar nicht zur Zahl derjenigen Erscheinungen ge- 
höre, welche bei der Berührung von nur Leitern erster Classe 
eintreten, sondern zur Zahl derer, welche durch die Mitwirkung 
von Leitern zweiter Qasse (d. h. von solchen, die die Electricität 
durch fUectrolyse leiten) veranlasst werden. Man kann in dieser 
Beziehung anfuhren, dass bei einem electroskopischen Versuche, 
selbst wenn die untersoditeo Metalle mit keinem fremden Körper, 
wie z. B. mit der Hand, sondern nur unter ach in Berührung ge- 
bracht werden, dadurch dodi die Mitwirkung fremder Stofe nidit 

12 
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ganz ausgeschlossen werden könne, denn die Metalle selbst seien 
an ihrer Oberfläche von einer Schicht comprimirter Gase und viel- 
leicht auch condensirter Dämpfe bedeckt, welche bei nicht zusam- 
mengelötheten , sondern nur zusammengedrückten Metallstücken 
den wirklich metallischen Contact verhindere, und durch ihr Da- 
zwischentreten die electroskopischen Erscheinungen wesentüch 
modificire. 

Welche von diesen beiden Erklärungsarten vorzuziehen ist, 
soll hier nicht erörtert werden, da es für die Untersuchung der 
thermoelectrischen Ströme und ihrer Wirkungen gleichgültig ist 
Für diese genügt es, wenn die durch die Wärme verursachte 
Potentialniveaudifferenz dem obigen Schlüsse gemäss als existirend 
anerkannt wird, denn nur mit ihr haben wir es hier zu thun, und 
wenn daher im Folgenden kurz von der Potentialniveaudifferenz 
die Rede ist, so soll damit immer nur diese eine gemeint sein, 
ganz abgesehen davon, ob daneben noch eine andere besteht, 
oder nicht. 



§. 4. Stromstärke in einer aus zwei Stoffen bestehen- 
den Thermokette. 

Wir wollen nun die Thermokette im Ganzen betrachten, und 
dazu zunächst eine solche wählen, die nur aus zwei leitenden 
Stoffen besteht. Dabei wollen wir die Voraussetzung machen, dass 
die Thermokette keinerlei inducirende Wirkungen nach Aussen 
hin ausübe oder von Aussen her erleide, sondern einfach sich selbst 
überlassen sei. 

Die beiden der Einfachheit wegen als linear vorausgesetzten 
Leiter mögen a und b und ihre Verbindungsstellen p' und / 
heissen, und die dort herrschenden absoluten Temperaturen mit 
T und T" bezeichnet werden. Für den Strom und ebenso für 
die electromotorische Kraft nehmen wir eine bestimmte Richtung 
als die positive an, und zwar wollen wir dazu die Richtung 
yayftjp' wählen. Die Potentialfunction im Leiter a bezeichnen 
wir mit F« und ihre Grenzwerthe an den Puncten p* und p" mit 
Va und Frt, und ebenso bezeichnen wir im Leiter b die Potential- 
function allgemein mit Vi, und ihre Grenzwerthe mit VI und Vb- 
Die an den Verbindungsstellen stattfindenden Potentialniveau- 
differenzen, beide im Sinne des positiven Stromes genommen, mö- 
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gen für p'' mit Eät und für p' mit Ei^ bezeichnet werden; dann 
haben wir zu setzen : 



(2) 



I E'J, = VS - Vi 



Um nun die durch diese Potentialniveaudifferenzen ver- 
ursachte Stromstärke zu bestimmen, bilden wir zunächst, indem 
wir die Leitungswiderstände in den beiden Leitern a und h mit 
la und 7» bezeichnen, folgende zwei Gleichungen: 



Stromstärke in a = 



Stromstärke in i = 



f; - n 

la 

n- f; 



Beide Stromstärken müssen unter einander gleich sein, und 
wir wollen ihren gemeinsamen Werth, welchen wir einfach die 
Stromstärke der Thermokette nennen , mit J bezeichnen. Indem 
wir nun die vorigen Brüche beide gleich J setzen und die so ent- 
stehenden Gleichungen mit la und /» multipliciren, erhalten wir: 

j?„ = f: - V" 



J1,= V',' - Vi 



"a ' a 

Durch Addition dieser beiden Gleichungen kommt: 

j(i, -f h) = f; - F'« + F? - Vi 

Führen wir hierin gemäss (2) die Zeichen E'ai, und Ei,a ein, und 
bezeichnen zugleich die Summe la -\- ht welche den ganzen Lei- 
tungswiderstand der Kette bedeutet, mit Z, so kommt: 

JL = Eai, -\- Ela 

oder auch: 

1? " LI?' 

(3) J = j 

Aus dieser Gleichung folgt nach dem Ohm 'sehen Gesetze, 
dass die im Zähler des Bruches stehende^ Summe der beiden Po- 
tentialniveaudifferenzen die ganze electromotorische Kraft der 
Thermokette ist. Bezeichnen wir diese mit F^ so haben wir zu 
setzen : 

(4) F = E'io + E',,. 



12* 
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§. 5. Arbeitsleistung und Wärmeerzeugung in der 

Thermokette. 

Da jedes Theilehen der in der Kette strömenden Electricität 
nach einander an Stellen von verschiedenem Potentialniveau kommt, 
so wird dabei von den electrischen Kräften Arbeit geleistet, welche 
an einigen Stellen positiv, an anderen negativ ist 

Betrachten wir zuerst eine Uebergangsschicht, z. B. die bei 
y, so gelangt jedes Electricitätstheilchen dq^ indem es sich durch 
die Schicht bewegt, vom Potentialniveau F«' zum Potentialniveau 
Fjf. Die dabei von der electrischen Kraft gethane Arbeit, welche 
durch die Abnahme des Potentials der getrennt vorhandenen 
Electricität auf das Theilehen dq dargestellt wird, ist gleich 
(Va — Vt)dq oder — Eä^dq. Wenn wir dieses auf alle wäh- 
rend der Zeiteinheit durch die Schicht strömende Electricität, 
deren Menge gleich J ist , anwenden , so erhalten wir für die Ar- 
beit, welche während der Zeiteinheit in dieser Uebergangsschicht 
von der electrischen Kraft gethan wird, den Ausdruck — Eäb J- 
Ebenso erhalten wir für die in der Uebergangsschicht bei p* ge- 
thane Arbeit den Ausdruck — Ei,aJ, Setzen wir in diese Aus- 
drücke für J seinen Werth aus (3) ein, so erhalten wir: 

Arbeit in der Uebergangsschicht bei p" = — E'ai, — "^"J" *" 
Arbeit in der Uebergangsschicht bei p' = — Ela "^"T ^^ • 

JU 



(5) 



Diese Arbeitsgrössen sind negativ oder positiv, je nachdem die die 
Schicht durchströmende Electricität von niedrigerem zu höherem 
oder von höherem zu niedrigerem Potentialniveau gelangt. 
Fasst man beide Ausdrücke zusammen, so erhält man: 

(6) Arbeit in beiden Uebergangsschichten = — - — ±^_lt — *±L. 

JU 

Dieser Ausdruck ist jedenfalls negativ und der Durchgang der 
Electricität durch beide Uebergangsschichten zusammen findet also 
gegen die electrischen Kräfte statt, was daraus zu erklären ist^ 
dass die electrischen Kräfte durch die Wirkung der Wärme über- 
wunden werden. 
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Betrachten wir nun weiter die homogenen Leiter a und &, so 
wird in diesen Ton den electrischen Kräften beim Strömen der 
Electridtät diejenige Arbeit geleistet, welche zur Ueberwindung 
des Leitungswiderstandes nöthig ist. Diese Arbeit ist, gemäss der 
in Abschnitt V. unter (6) gegebenen Gleichung, im Leiter a gleich 
laJ^ und im Leiter b gleich hJ^. Für beide Ldter zusammen er* 
halten wir also, wenn wir wieder die Summe l^ ^ h mit L be- 
zeichnen, den Ausdruck L«/^, und wenn wir hierin für J seinen 
Werth aus (3) setzen, so kommt: 

(7) Arbeit in den Leitern = (^^'^ + ^^«)' 

Da dieser Ausdruck dem in (6) gegebenen Ausdrucke der in 
den beiden Uebergangsschichten zusammen gethanen Arbeit gleich 
und entgegengesetzt ist, sa folgt daraus, dass die Sunmie aller in 
der Thermokette von den electrischen Kräften gethanen Arbeits* 
grossen gleich Null ist Dieses ist auch von vornherein selbstver- 
ständlich. Wenn nämlich die electrischen Kräfte während einer 
gegebenen Zeit innerhalb der Thermokette im Ganzen eine Arbeit 
thun oder erleiden sollten, so könnte dieses nur durch eine ver- 
änderte Anordnung der Electricität geschehen, und jede solche 
Aenderung ist durch die Annahme, dass der Strom stationär sei, 
ausgeschlossen. 

Mit der vorher besprochenen in den verschiedenen Theilen 
der Kette von den electrischen Kräften gethanen , theils positiven, 
theils neigativen Arbeit hängt nun auch Erzeugung und Verbrauch 
von Wärme zusammen. In den Uebergangsschichten wird, je nach- 
dem die Bewegung der Electricität im Sinne der electrischen Kraft 
oder ihr entgegen geschieht, Wärme erzeugt oder verbraucht. In 
beiden Uebergangsschichten zusammen findet Verbrauch von 
Wärme statt, weil dem Obigen nach die Summe der in ihnen ge- 
thanen Arbeitsgrössen negativ ist In den homogenen Leitern, wo 
die electrischen Kräfte den Leitungswiderstand zu überwinden ha- 
ben, findet Erzeugung von Wärme statt. Was die Mengen der er- 
zeugten und verbrauchten Wärme anbetrifft, so sind sie unter der 
von uns gemachten Voraussetzung, dass die Thermokette, ohne 
Wirkungen nach Aussen hin auszuüben oder von Aussen her zu 
erleiden, nur sich selbst überlassen ist, und dass in ihr neben den 
Wärmeveränderungen keine weiteren Veränderungen mechanischer 
oder chemischer Natur vorkommen , den oben bestimmten Arbeits- 



182 Abschnitt VIL 

I 

grossen äquivalent. Wenn wir uns die Wärme nach mechani- 
schem Maasse gemessen denken, so werden die Wärmemengen 
einfach durch dieselben Ausdrücke dargestellt, wie die betreffen- 
den Arbeitsgrössen, und es wird daher nicht nöthig sein, länger 
dabei zu verweilen. Es möge nur noch angeführt werden, dass die 
algebraische Summe aller in der Thermokette erzeugten Wärme- 
mengen (wobei verbrauchte Wärmemengen negativ gerechnet wer- 
den), ebenso wie die Summe aller von den electrischen Kräften 
gethanen Arbeitsgrössen, gleich Null ist. 

Wir können diejenigen Theile der Thermokette, in welchen 
die Wärme selbst thätig ist, indem sie entweder die Electricität 
nach einer bestimmten Richtung treibt , oder der vorhandenen Be- 
wegung widerstrebt, also in unserem bisher betrachteten einfachen 
Falle die beiden Uebergangsschichten bei p' und i?", mit jeder voll- 
kommenen durch Wärme getriebenen Maschine vergleichen. Wie 
durch die Maschine z. B. ein Gewicht gehoben , also der Schwer- 
kraft entgegen bewegt werden kann , wobei die Schwerkraft eine 
Arbeit erleidet, so wird hier die Electricität zu einer Bewegung 
gezwungen , welche der electrischen Kraft entgegengerichtet ist, 
und bei der diese daher eine Arbeit erleidet. Wie man ferner 
dort das gehobene Gewicht nachher wieder sinken und somit der 
Schwerkraft folgen lassen kann , wobei diese eine Arbeit thut , die 
der vorher erlittenen genau gleich ist, und welche man zur Her- 
vorbringung verschiedener Wirkungen benutzen kann, so strömt 
auch hier die Electricität wieder zurück , indem sie innerhalb der 
homogenen Leiter der electrischen Kraft folgt, und die von dieser 
dabei gethane Arbeit kann ebenfalls zu verschiedenen Wirkungen 
benutzt werden, da man ja aus den electrischen Strömen eine 
mechanische Triebkraft gewinnen kann. Wenn wir, um die Ueber- 
einstimmung noch vollständiger zu machen, auch die beschrän- 
kende Voraussetzung, welche wir über die Wirkungen des Stromes 
im Vorigen gemacht haben , in entsprechender Weise bei der Ma- 
schine machen wollen , so müssen wir annehmen , dass die ganze 
Arbeit der Maschine nur zur Ueberwindung von Reibung benutzt 
werde. In diesem Falle wird durch die Reibung gerade so viel 
Wärme erzeugt, wie in der Maschine selbst verbraucht wird, und 
betrachten wir daher, um ein mit der ganzen Thermokette ver- 
gleichbares System zu erhalten, die sich reibenden Körper als mit 
der Maschine zusammengehörig, so findet in diesem Systeme eben- 
falls weder ein Gewinn noch ein Verlust an Wärme statt. 
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§. 6. Vorhandensein eines durch die Tbermokette 
vermittelten Wärmeüberganges. 

Indem wir vorher die Theile der Tbermokette, in welchen die 
Wärme selbst tbätig ist, also die beiden Uebergangsschichten, mit 
einer thermodynamischen Maschine verglichen, richteten wir unser 
Augenmerk nur auf den Verbrauch oder die Erzeugung von Wärme. 
Nun findet aber in einer thermodynamischen Maschine, ausser der 
Veränderung der Quantität der im Ganzen vorhandenen Wärme, 
auch ein Uebergang von Wärme von einem warmen zu 
einem kalten Körper statt, welcher durch den zweiten Haupt- 
satz der mechanischen Wärmetheorie näher bestimmt wird, und 
wir müssen daher die Tbermokette auch von diesem Gesichts- 
puncte aus betrachten. 

Zunächst wollen wir uns die allgemeinere Frage stellen , ob 
sich in der Tbermokette überhaupt ein Wärmeübergang von einem 
wannen zu einem kalten Körper nachweisen lässt. Wir betrach- 
ten dabei wieder, wie bisher, die aus nur zwei homogenen Stoffen 
bestehende Kette, bei welcher die Wärme nur in den beiden Ueber- 
gangsschichten thätig ist. Oben wurde gezeigt, dass der Aus- 
druck für die in beiden Schichten zusammen erzeugte Wärme nega- 
tiv ist; daraus darf man aber nicht denselben Schluss für jede 
Schicht einzeln ziehen, sondern man kann vielmehr, wenigstens 
Tür geringe Temperaturintervalle, im Voraus als Regel annehmen, 
dass die beiden einzelnen Ausdrücke von entgegengesetzten Vor- 
zeichen sind. Bei gleichen Temperaturen sind nämlich die Poten- 
tialniveaudifferenzen an beiden Berührungsstellen gleich und ent- 
gegengesetzt; wenn sich nun die Temperatur der einen Stelle än- 
dert, so ändert sich auch ihre Potentialniveaudifferenz, da diese 
Aenderung aber stetig vor sich geht, so kann sie wenigstens nicht 
gleich anfänglich eine Umkehrung des Vorzeichens bewirken, und 
so lange dieses nicht geschieht, behalten die Potentialniveaudiffe- 
renzen, und mit ihnen natürlich auch die entsprechenden Arbeits- 
grössen und Wärmemengen entgegengesetzte Vorzeichen. Dieses 
Verhalten wollen wir daher auch in der von uns betrachteten 
Thermokette voraussetzen, indem wir die bei grossen Temperatur- 
unterschieden zuweilen vorkommenden Abweichungen , von denen 
später die Rede sein wird, für jetzt unberücksichtigt lassen. Da 
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der Zustand der ganzen Kette der Annahme nach stationär sein 
soll, und somit die an den beiden Berührungsstellen stattfindenden 
Temperaturen T und T" constant sein müssen, so denken wir uns 
dieses dadurch bewirkt, dass die beiden Berührungsstellen mit zwei 
Körpern in Verbindung gesetzt sind, welche bleibend auf den Tem- 
peraturen T und T" erhalten werden, und von denen der eine 
seiner Berührungsstelle die verbrauchte Wärme wieder ersetzt, der 
andere der seinigen die erzeugte Wärme entzieht. Dadurch er- 
fährt der eine Körper einen Verlust, der andere einen Gewinn an 
Wärme, und wir erhalten somit wirklich einen durch die Thermo- 
kette vermittelten Uebergang von Wärme von einem Körper zu 
einem anderen. 

Es fragt sich nun noch , ob dieser Uebergang auch der Be- 
dingung genüge, dass er vom warmen zum kalten Körper, und 
nicht etwa in umgekehrter Richtung geschieht. Betrachten wir 
in dieser Beziehung die beiden Stoflfe, deren thermoelectrische 
Wirkungen am meisten experimentell untersucht sind, und bei 
denen die Entscheidung daher am sichersten ist, nämlich Wismuth 
und Antimon, so ergiebt sich in der That das erstere, denn bei 
einer aus diesen Stoffen zusammengesetzten Kette geht der Strom 
an der warmen Berührungsstelle vom Wismuth zum Antimon , und 
an der kalten vom Antimon zum Wismuth , und andererseits weiss 
man, dass ein durch die Berührungsstellen gehender Strom bei der 
ersteren Richtung Abkühlung hervorbringt, also Wärme verbraucht, 
und bei der letzteren Wärme erzeugt. Demnach erfährt, wie es 
sein muss, der wärmere Körper den Verlust und der kältere den 
Gewinn an Wärme , und in ähnlicher Weise stellt sich die Ueber- 
einstimmung auch bei den anderen bis jetzt untersuchten Stoffen 
heraus. Man sieht leicht, wie durch dieses Resultat die oben 
durchgeführte Analogie zwischen der Thermokette und einer durch 
die Wärme getriebenen Maschine noch vervollständigt wird, denn 
offenbar entspricht die warm gehaltene Berührungsstelle dem 
geheizten Theile der Maschine, und die kalt gehaltene dem 
Condensator der Dampfmaschine oder dem Theile, wo die kalte 
Luft comprimirt wird, in der durch warme Luft getriebenen Ma- 
schine. 
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§. 7. Anwendung des zweiten Hauptsatzes der 
mechanischen Wärmetheorie. 

Nachdem so das Vorhandensein des Wärmeüberganges nach- 
gewiesen ist, wollen wir den zweiten Hauptsatz der mechanischen 
Wärmetheorie auf ihn anwenden. Eine sehr einfache Fonn dieses 
Satzes erhält man, wenn man die Temperaturen der beiden Kör- 
per, welche die Wärmezu- und -abfuhr bewirken, als unendlich 
wenig von einander verschieden annimmt Wir wollen die bei p" 
stattfindende, bisher mit T" bezeichnete Temperatur, welche wir 
als die höhere voraussetzen, jetzt einfach mit T bezeichnen, und 
die bei p* stattfindende, bisher mit T' bezeichnete Temperatur 
gleich T — dT setzen. Dann gilt für den vollständigen Process, 
bei welchem eine gewisse Wärmemenge in Arbeit verwandelt oder, 
wie man auch sagen kann, zu Arbeit verbraucht wird, und eine 
andere Wärmemenge von dem wärmeren zu dem kälteren Körper 
übergeht, die Gleichung: 

,^v die verbrauchte Wärme dT 

die übergegangene Wärme T 

Um nun die an der linken Seite dieser Gleichung im Zähler 
und Nenner stehenden Wärmemengen zu bestimmen , müssen wir 
die auf die beiden Uebergangsschichten bezüglichen Gleichungen 
(5) anwenden, welche zunächst für die dort gethanen Arbjeits- 
grössen aufgestellt sind, aber auch für die dort erzeugten Wärme- 
mengen gelten, und in welche wir nur für die die Potentialniveau- 
differenzen darstellenden Zeichen die auf unseren Fall bezüglichen 
Werthe einzusetzen haben. Die bei jp" stattfindende Potential- 
niveaudiflferenz wollen wir jetzt einfach mit E bezeichnen, so dass 
zu setzen ist ; 

tpit TP 

Was die bei p* stattfindende PotentialniveaudifFerenz ^^J« anbe- 
trifft, so ist erstens zu bemerken, dass sie wegen der umgekehrten 
Reihenfolge der Stoffe a und h das entgegengesetzte Vorzeichen 
hat, und zweitens ist ihr absoluter Werth um so viel vom vorigen 
verschieden anzunehmen, wie. es der um d T niedrigeren Tempera- 
tur entspricht. Es ist also zu setzen: 
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EL = -{E-l^dT) 



Aus der Vereinigung beider Gleichungen folgt: 

d E 

Setzen wir diese Werthe in die Gleichungen (5) ein, so kommt: 
Bei jp" erzeugte Wärme = — y jm 

Bei p* erzeugte Wärme = y- -r^ dT — -^ {tt) ^^*' 

* 
und hieraus folgt weiter: 

(10) Bei p' und j)" erzeugte Wärme == — y (-ff) ^T^- 

Da der letzte Ausdruck negativ ist, so ergiebt sich daraus, 
wie schon oben besprochen wurde, für beide Uebergangsschichten 
zusammen ein Wärme verbrauch, und der absolute Werth des 
Ausdruckes stellt die Menge der verbrauchten Wärme dar, also 
die Grösse, welche in dem in der Gleichung (8) vorkommenden 
Bruche den Zähler bildet. 

Was femer die im Nenner stehende übergegangene Wärme- 
menge anbetrifft, so ist als solche die bei p* erzeugte Wärme- 
menge anzusehen, welche durch die zweite der Gleichungen (9) 
bestimmt wird, wobei noch zu bemerken ist, dass wir in dem be- 
treffenden Ausdrucke das in Bezug auf dT quadratische GUed 
gegen das lineare vernachlässigen können. Die Gleichung (8) geht 
also über in : 



L KdT) 



dT 



_ dT^ 

LdT"^^ 
welche Gleichung sich vereinfacht in : 

(11) dE^dT 

und aus welcher sich durch Integration ergiebt: 

(12) E=sT, 

worin e eine von der Natur der sich berührenden Stoffe abhän- 
gige Gonstante bedeutet. 
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Wir sind somit in Bezug auf die Art, wie die zwischen zwei 
verschiedenen Stoffen stattfindende Potentialniveaudifferenz sich 
mit der Temperatur ändert, zu dem einfachen Gesetze gelangt, 
däss die Potentialniveaudifferenz der absoluten Tem- 
peratur proportional ist. Dabei ist aber wohl zu beachten, 
dass die das Gesetz ausdrückende Gleichung (12) in der einfachen 
Form, dass £ constant ist, nur so weit als gültig angesehen wer- 
den darf, wie die unserer bisherigen Entwickelung zu Grunde lie- 
gende Voraussetzung, dass innerhalb der einzelnen Stoffe keine 
electromotorischen Kräfte auftreten, erfüllt ist 

Wenden wir jenen für E gewonnenen Ausdruck auf eine 
Thermokette an, deren Verbindungsstellen p' und p" beliebige 
Temperaturen T' und T" haben, so haben wir zu setzen : 

^ba = ^ba Jl = — ^ab T • 

Dadurch geht die für die ganze electromotorische Kraft der Thermo- 
kette geltende Gleichung (4) über in: 

(13) F=£«, (T"- r). 

Wir wollen uns nun statt der aus zwei Stoffen bestehenden 
Thermokette eine solche gegeben denken, welche aus einer beliebi- 
gen Anzahl n von leitenden Stoffen besteht, die a, 6, c . . . /t heissen 
mögen. Die Verbindungsstellen wollen wir, vom Anfangspuncte 

des Leiters a beginnend, mit jp', p*\ p"' p^«^ bezeichnen, so 

dass p" die Verbindungsstelle zwischen a und 6, p'*' die Verbin- 
dungsstelle zwischen b und c und zuletzt p* die Verbindungsstelle 
zwischen h und a ist. Die an diesen Verbindungsstellen stattfin- 
denden Potentialniveaudifferenzen mögen ^i'*, E'i[ E*na heissen. 

Dann haben wir zur Bestimmung der electromotorischen Kraft der 
Thermokette, entsprechend der Gleichung (4), zu setzen: 

(14) F=E'^,^E'i[+^^^-^^EU. 

Bezeichnen wir ferner die in den Ausdrücken der Potentialniveau- 
differenzen vorkommenden constanten Factoren der Reihe nach 
mit £aj, €fcc «Aa ^ud nennen die Temperaturen der Verbin- 
dungsstellen, von derjenigen, welche den Anfangspunct des Leiters 
a bildet, beginnend, T, T", T'" T^"), so geht die vorige Glei- 
chung über in: 

(15) F^Bab r + Hc T"' + + £Aa T'. 
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§. 8. Uebereinstimmungspuncte des obigen Besultates 

mit der Erfahrung. 

Vergleicht man das in der Gleichung (12) ausgedrückte Re- 
sultat der obigen Entwickelungen mit der Erfahrung , so findet 
man in mehrfacher Beziehung eine unzweifelhafte Ueberein- 
stimmung. 

Der erste zu besprechende Punct bezieht sich nur darauf^ dass 
der in (12) gegebene Ausdruck einem allgemeinen Erfordernisse 
entspricht. Wenn in einer aus beliebig vielen Stoffen a, 6, c .... A 
bestehenden Thermokette alle Verbindungsstellen eine und die- 
selbe Temperatur T haben , so entsteht kein Strom und die elec- 
tromotorische Kraft der Kette muss somit Null sein. Man hat 
also für diesen Fall, gemäss (14), zu setzen: 

und dieser Gleichung müssen die Potentialniyeaudifferenzen für 
jeden beliebigen Werth der gemeinsamen Temperatur T ge- 
nügen. Setzt man nun für die PotentialniveaudifFerenzen ihre Aus- 
drücke nach (12), indem man bei allen dieselbe Temperatur Tin 
Anwendung bringt, so geht die vorige Gleichung über in : 

(«a6+f*cH h«Aa) 2^=0, 

und aus der Form dieser Gleichung ersieht man sofort, dass, wenn 
die Constanten solche Werthe haben , dass die Gleichung für Eine 
Temperatur erfüllt ist, sie auch für alle Temperaturen erfüllt ist. 

Wir wollen nun einige specielle Folgerungen, welche sich aus 
(12) ergeben, mit der Erfahrung vergleichen, 

1. Nach (12) nehmen die Potentialniveaudifferenzen 
bei wachsender Temperatur zu und nicht ab. Um die 
Richtigkeit dieses Schlusses zu prüfen , müssen wir uns erinnern, 
dass der Strom immer die Richtung wählt, in welcher die Summe 
derPotentialniveaudiflferenzen positiv ist, also für den Fall, wo nur 
zwei DiflFerenzen vorkommen, die Richtung, in welcher die grössere 
von ihnen positiv ist. Es braucht also zum Beweise , dass die Po- 
tentialniveaudifferenz an der wärmeren Berührungsstelle die 
grössere ist, nur gezeigt zu werden, dass sie in Bezug auf die 
Stromrichtung die positive ist, und dieses ist schon oben ge- 
schehen, indem aus der Erfahrung nachgewiesen ist, dass an der 



f 
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wärmeren Beriihrungsstelle ein Verbrauch von Wärme statt- 
findet, was einer negativen Arbeit und somit einer im Sinne des 
Stromes stattfindenden Zunahme des Potentialniveaus entspricht. 

2. Nach (12) sind die Aenderungen jeder Potential- 
niveaudifferenz den entsprechenden Temperaturände- 
rangen proportional Hiemach muss,wie aus(13) zu ersehen ist, 
bei jeder aus zwei homogenen Stoffen zusammengesetzten Thermo- 
kette die electromotorische Kraft i) dem an beiden Berührungs- 
stellen angewandten Temperaturunterschiede proportional sein, 
und dieses kann in der That für nicht zu grosse Temperaturunter- 
schiede im Allgemeinen als Regel bezeichnet werden. 

3. Nach (12) müssen diejenigen Potentialniveaudiffe- 
renzen, deren Zunahme mit der Temperatur am gröss- 
ten ist, auch ihren ganzen Werthen nach die grössten 
sein. Betrachten wir nämlich irgend zwei Gombinationen von je 
zwei Stoffen, etwa a, b und c^ d, so haben wir zu setzen : 



woraus folgt: 



Eah = Sab T und E,a = t^i T, 



jnx Sab Una jy = Bf4 



und aus diesen Gleichungen ergiebt sich die Proportion 

dEab dEcd 



AT ' dT 



= -Eaft * ^ed' 



Auch dieser Schluss bestätigt sich, indem diejenigen Stoffcombi- 
nationen, welche bei einem bestimmten Temperaturunterschiede 
die stärksten Ströme geben , wie z. B. die von Wismuth und Anti- 
mon, sich auch dadurch auszeichnen, dass ein durch ihre Berüh- 
rungsstelle gehender Strom dort am meisten Wärme erzeugt oder 
vernichtet , wobei die erstere Eigenschaft auf einen grossen Werth 

dE 
des Differentialcoefficienten -jr-, und die letztere auf einen grossen 

Werth der Function E selbst schliessen lässt. 



^) Man darf hier statt der electromotorischen Kraft nicht ohne Weite- 
res die Stromstärke setzen, weil die letztere auch vom Leitungswiderstande 
abhängt, welcher sich mit der Temperatur ändert. 
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§. 9. Abweichungen des obigen Resultates von der 
Erfahrung und ihre Erklärung. 

Die vorstehend erwähnten Bestätigungen lassen wohl keinen 
Zweifel daran bestehen, dass der in der Gleichung (12) gegebene 
Ausdruck nicht bloss, wie eine empirische Formel innerhalb ge- 
wisser Grenzen eine äusserliche, vielleicht zufallige Aehnüchkeit 
mit dem Verhalten der Potentialniveaudifferenzen zeigt, sondern 
dass er in der Natur der Sache selbst begründet ist. Dessen un- 
geachtet stellt er allein die Erscheinungen noch nicht genau dar, 
vielmehr findet man bei näherer Untersuchung derselben, beson- 
ders in den Fällen, wo hohe Temperaturen vorkommen, erhebliche 
Abweichungen, welche zeigen, dass bei der Hervorbringung dieser 
Erscheinungen noch Nebenumstände mitwirken müssen, die bei 
der Ableitung des Ausdruckes nicht berücksichtigt sind. Am deut- 
lichsten tritt dieses bei einer aus Eisen und Kupfer bestehenden 
Thermokette hervor, welche bekanntlich bei allmälig fortschreiten- 
der Erwärmung der einen Berührungsstelle statt beständiger Zu- 
nahme des Stromes von einer gewissen Temperatur an eine Ab- 
nahme, und bei der Glühhitze sogar eine Umkehning des Stro- 
mes zeigt. 

Diese Abweichungen lassen darauf schliessen, dass die unse- 
rer obigen Entwickelung zu Grunde gelegte Voraussetzung, dass 
die in einer Thermokette vorkommenden electromotorischen Kräfte 
nur an den Verbindungsstellen verschiedener Stoffe ihren Sitz ha- 
ben, während im Inneren eines einzelnen Stoffes, auch wenn seine 
Theile verschiedene Temperaturen haben, keine electromotori- 
schen Kräfte vorkommen , ungenau sein muss. Wollte man z. B. 
bei der Eisen-Kupferkette die Entstehung des Stromes nur aus den 
beiden an den Berührungsstellen stattfindenden Potentialniveau- 
differenzen erklären, so müsste man schliessen, dass bei der Tem- 
peratur, bei welcher die Umkehrung des Stromes eintritt, die Po- 
tentialniveaudifferenz an der warmen Berührungsstelle gerade wie- 
der gleich der an der kalten geworden wäre, und sich so auf dem 
Durchgangspuncte aus einem grösseren in einen kleineren, oder 
aus einem kleineren in einen grösseren Werth befände. Bei die- 
ser Aenderung ihres Werthes würde natürlich ihr Vorzeichen zu- 
nächst ungeändert bleiben, und es müssten sich daher bei der 
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Umkehrung des Stromes auch seine thennischen Wirkungen an 
den beiden Berührungsstellen in die entgegengesetzten verwan- 
deln, so dass, wenn vorher Wärme von einem warmen zu einem 
kalten Körper überging, nun der umgekehrte Uebergang einträte, 
was dem zweiten Hauptsätze der mechanischen Wärmetheorie 
direct widerspricht Man ist also zu der Annahme genöthigt, dass 
auch im Inneren der beiden verbundenen Metalle, oder eines der- 
selben, Potentialniveaudifferenzen entstanden seien, welche als elec- 
tromotorische Kräfte zur Hervorbringung des Stromes mitwirken, 
und hat zugleich durch die Bedingung, dass der zweite Hauptsatz 
der mechanischen Wärmetheorie immer erfüllt bleiben muss , ein 
Mittel über das Verhaltniss, in welchem diese verschiedenen Diffe- 
renzen zu einander stehen müssen, wenigstens Einiges zu schliessen. 

Damit ist aber nicht gesagt, dass jede Temperaturver- 
schiedenheit schon als solche nothwendig von einer Po- 
tentialniveaudifferenz begleitet sein müsse, sondern ich 
glaube, dass es zur Erklärung jener Abweichungen, so weit sie bis 
jetzt beobachtet sind, hinreicht, wenn man die im Inneren eines 
Metalles entstehende Potentialniveaudifferenz nur als eine secun- 
däre Wirkung der Temperaturverschiedenheit betrachtet, welche 
dann eintritt, wenn durch die Temperaturänderung des 
einen Theiles eine Aenderung seines Molecularzustan- 
des veranlasst ist, so dass der veränderte und der unveränderte 
Theil desselben Metalles sich wie verschiedene Metalle zu einander 
verhalten« Dasselbe gilt natürlich auch, wenn beide Theile ihren 
Molecularzustand geändert haben, aber die Aenderungen nicht 
gleich sind. 

Dass dergleichen Aenderungen in bedeutendem Maasse statt- 
finden, lässt sich in manchen Fällen mit ziemlicher Sicherheit 
nachweisen, und es möge als ein Beispiel der Art hier der Stahl 
betrachtet werden, bei welchem die Wirkungen der Wärme beson- 
ders auffallig sind. Harter und weicher Stahl stehen sich in den be- 
deutendsten Eigenschaften, wie Härte, Elasticität und Sprödigkeit, 
80 fem, wie zwei ganz verschiedene Metalle, und es ist bekannt, 
dass bei ihrer Berührung auch eine electrische Potentialniveau- 
differenz entsteht, indem sich aus ihnen eine wirksame Thermo- 
kette, imd durch mehrfache Wiederholung eine ziemlich kräftige 
Thermosäule bilden lässt. Da der ganze zwischen hartem und wei- 
chem Stahl bestehende Unterschied seine Ursache nur in der 
grösseren oder geringeren Geschwindigkeit der Abkühlung hat, 
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so muss man annehmen, dass die bei höherer Temperatur stattfin- 
dende Art der Verbindung des Eisens mit der Kohle, und der 
damit zusammenhängende Molecularzustand der ganzen Masse sich 
bei der Abkühlung zu ändern sucht, dass diese Aenderung aber 
einiger Zeit bedarf, und daher durch die Schnelligkeit der Abküh- 
lung ganz oder theilweise verhindert werden kann, während sie 
bei langsamer Abkühlung wirklich eintritt. In Uebereinstimmung 
hiermit kann man aus der Verschiedenheit, welche man zwischen 
langsam und schnell gekühltem Stahle beobachtet, auf eine entspre- 
chende Verschiedenheit zwischen langsam gekühltem und heissem 
Stahle schliessen, und denselben Schluss hat auch Seebeck aus 
seinen thermoelectrischen Versuchen gezogen i). 

Für das häufige Vorkommen und den electrischen Einfluss 
solcher Verschiedenheiten des Molecularzustandes sprechen femer 
alle thermoelectrischen Ströme , welche man bei Anwendung eines 
einzigen Metalles erhält, wenn man einzelne Stellen desselben er- 
wärmt. Besonders stark sind diese bei solchen Metallen, die ein 
deutlich ausgeprägtes krystallinisches Gefüge zeigen. So beobach- 
tete Seebeck 2) z. B. bei einem im Ganzen gegossenen Ringe aus 
Antimon, dass er sich gerade so verhielt, als ob er aus zwei ver- 
schiedenen Metallen bestände, deren Grenzen sich genau feststel- 
len liessen. Als später der Ring zerbrochen wurde, fand sich, dass 
der eine Theil sternförmig krystallisirt war, während der andere 
ein feinkörniges Gefüge besass, und eine weitere Untersuchung 
des Gegenstandes ergab als Ursache dieses Unterschiedes die ver- 
schiedene Erkaltungsgeschwindigkeit der beiden Theile. Für dehn- 
bare Metalle ist in neuerer Zeit Magnus durch sorgfältige expe- 
rimentelle Untersuchungen ^) ebenfalls zu dem Resultate gelangt, 
dass die in einem einzigen Metalle entstehenden Ströme ihren 
Grund in dem verschiedenen Zustande seiner Theile, besonders 
in der verschiedenen Härte haben. Da demnach durch verschie- 
dene Beliandlung in den Theilen eines Metalles bleibend ein sol- 
cher Unterschied des Zustandes entstehen kann, dass sie sich in 
Bezug auf die Bildung von thermoelectrischen Strömen wie ver- 



1) lieber die magnetische Polarisation der Metalle und Erze durch 
Temperatur -Differenz, von Dr. T. J. Seebeck, Denkschr. der Berliner 
Akad. für 1822 u. 1823, und Pogg. Ann. Bd. 6, §. 47. 

2) A. a. 0. §. 46. 

8) Denkschriften der Berliner Akad. für 1851, und Pogg. Ann. Bd. 83, 
S. 469. 
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schiedene Metalle verhalten, so ist es wohl keine unwahrschein- 
liche Annahme, dass auch durch Temperaturverschiedenheit vor- 
übergehend ein solcher Unterschied hervorgerufen werden könne. 
Wenn nun in einer Thermokette dieser Fall eintritt, dass ein 
Theil des einen Metalles seinen Molecularzustand ändert, so ent- 
steht dabei erstens, wie erwähnt, zwischen diesem veränderten und 
dem unveränderten Theile desselben Metalles eine vorher nicht 
Torhandene Potentialniveaudifferenz, und zweitens erleidet an der 
Stelle, wo der veränderte Theil ein anderes Metall berührt, die 
dort schon vorhandene Potentialniveaudifferenz eine Aenderung, 
welche in der Gleichung (12) nicht mit ausgedrückt ist, und daher 
noch besonders in Rechnung gebracht werden muss, und beide 
ömstände vereinigen sich in ihrer Wirkung auf den Strom. Um 
in solchen Fällen mit dem zweiten Hauptsatze der mechanischen 
Wännetheorie im Einklänge zu bleiben, braucht man sich nur die 
durch die Wärme in der Thermokette hervorgebrachten electri- 
schen Wirkungen in zwei Theile zerlegt zu denken, nämlich in die 
unmittelbaren und die durch Aenderungen des Molecularzustan- 
des vermittelten, und dann die letzteren so zu behandeln, ab ob 
sie durch wirkliche Stofiveränderungen veranlasst wären, für die 
ersteren dagegen die Gleichung (12) ungeändert beizubehalten und 
diese nach jeder Aenderung des Molecularzustandes auf die verän- 
derte Kette gerade so anzuwenden, wie vorher auf die unverän- 
derte. Ob die Aenderung des Molecularzustandes bei einer be- 
stimmten Temperatur sprungweise eintritt, oder ob ein allmäliger 
Uebergang aus dem einen Zustande in den anderen stattfindet, 
macht hierbei keinen wesentlichen Unterschied, denn im letzteren 
Falle kann man statt Einer endlichen Differenz eine unendliche 
Beihe von unendlich kleinen Differenzen annehmen. 



§. 10. Erweiterung der Theorie. 

Nachdem ich die vorstehend mitgetheilte Theorie der thenno- 
electrischen Ströme in einer zuerst im Jahre 1853 erschienenen 
und später wieder abgedruckten Abhandlung auseinandergesetzt 
hatte, und am Schlüsse derselben von den noch vorkommenden 
Abweichungen der Resultate von der Erfahrung die im vorigen 
Paragraphen enthaltene Erklärung gegeben und zugleich angedeu- 
tet hatte , wie die Entwickelungen zu erweitem sein würden , um 

Clan Sias, mech. Wännetheorie. IL |3 



194 Abschnitt VII. 

die vollständige Uebereinstimmung mit der Erfahrung herzustel- 
len, hat Hr. Budde in einer im Jahre 1874 veröflFentlichten schö- 
nen Abhandlung ^) den Gegenstand wieder aufgenommen und jene 
Erweiterung der Entwickelungen ausgeführt. Von dieser Behand- 
lung will ich das Wesentlichste in etwas veränderter Form hier 
hinzufügen, indem ich in Bezug auf die mehr ins Einzelne gehende 
Durchführung auf die Abhandlung selbst verweise. 

Die im vorigen Paragraphen besprochenen Verschiedenheiten 
des Molecularzustandes oder der Structur, welche in einem che- 
misch gleichartigen Stoffe vorkommen und dann bewirken können, 
dass zwei Theile dieses Stoffes sich in thermoelectrischer Beziehung 
wie zwei verschiedene Stoffe zu einander verhalten, können in dop- 
pelter Weise von der Temperatur abhängen. 

Es giebt Fälle, wo durch eine Aenderung der Temperatur 
auch eine Aenderung der Structur des Stoffes hervorgerufen wird, 
wo aber die Temperatur und die Structur doch nicht in so be- 
stimmtem Zusammenhange unter einander stehen, dass der Stoff 
bei der Rückkehr zur ursprünglichen Temperatur auch nothwen- 
dig seine ursprüngliche Structur wieder annehmen müsste. So ist 
es z. B. bekannt, dass Körper, welche in verschiedener Weise kry- 
stallisiren können, zuweilen bei der Temperaturerhöhimg eine 
Aenderung des crystaUinischen Gefüges erleiden, ohne dass bei 
nachheriger Abkühlung das erste crystallinische Gefüge sich wie- 
der herstellt. Ebenso weiss man, dass Stahl, wenn er erwärmt und 
nachher wieder zur ursprünglichen Temperatur abgekühlt wird, 
dadurch eine bedeutende Aenderung der Härte erleiden kann. Bei 
Stoffen dieser Art würde es schwer sein, ihr Verhalten in der 
Thermokette durch allgemeingültige Gleichungen darzustellen, und 
es möge hier nur gesagt werden, dass man für jeden Theü eines 
solchen Stoffes die seiner augenblicklich stattfindenden Stractur 
entsprechenden thermoelectrischen Eigenschaften in Rechnung zu 
bringen hat. 

Es kommen aber auch Stoffe vor, besonders Metalle, welche 
mit der Temperatur ihre Structur in der Weise ändern, dfiss bei 
derselben Temperatur auch immer wieder, wenigstens angenähert, 
dieselbe Structur eintritt. Nimmt man dieses Wiedereintreten der- 
selben Structur als wirklich genau an, so kann man bei einem sol- 
chen Stoffe die von der Structur abhängigen Grössen ak Functio- 



1) Pogg. Ann. Bd. 153, S. 343- 
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Den der Temperatur betrachten , was bei der Behandlung seines 
thermoelectrischen Verhaltens von Wichtigkeit ist Auf Stoffe die- 
ser Art beziehen sich die von Budde ausgeführten Entwickelungen. 



§. 11. Verallgemeinerter Ausdruck der electro- 

motorischen Kraft 

In §. 7 wurde die an der Berührungsstelle zweier Stoffe statt- 
findende Potentialniveaudifferenz E durch die unter (12) gegebene 

Gleichung 

E=6T 

bestimmt, worin s als eine von der Natur der sich berührenden 
Stoffe abhängige Constante angesehen wurde. Wenn nun die Stoffe 
mit der Temperatur ihre Structur ändern, so braucht die Grösse s 
nicht constant zu sein, sondern ist als Function der Temperatur 
zu betrachten. Wenn femer verschiedene Theile eines und dessel- 
ben Stoffes verschieden warm sind, und dadurch in ihrer Structur 
Verschiedenheiten eingetreten sind, so können auch zwischen ihnen 
Potentialniveaudifferenzen obwalten. 

Um die Potentialniveaudifferenz zwischen irgend zwei Stoffen 
oder irgend zwei Theilen eines Stoffes in einer für das Folgende 
bequemen Form darstellen zu können, wollen wir zunächst alle 
Stoffe mit einem Stoffe vergleichen, von dem wir annehmen, dass 
er eine durchweg gleichmässige und auch bei Temperaturände- 
nmgen unveränderliche Structur habe, so dass zwischen verschie- 
den warmen Theilen dieses Stoffes keine electrischen Potential- 
niveaudifferenzen bestehen. Ob ein so unveränderlicher Stoff wirk- 
lich existirt, ist für die Gültigkeit des Folgenden ohne Bedeutung, 
da er nur dazu dienen soll , für die Bestimmung aller Potential- 
niveaux einen gemeinsamen Ausgangspunct zu gewinnen, dessen 
Lage die auf Thermoketten bezüglichen Gleichungen, in welchen es 
sich nur um die Differenzen der vorkommenden Potentialniveaux 
handelt, nicht beeinflusst Wir wollen diesen hypothetischen Ver- 
gleichsstoff mit r bezeichnen. Betrachten wir nun irgend einen 
anderen Stoff a, so denken wir uns diesen mit r in Berührung ge- 
bracht und bilden für die an der Berührungsstelle bei der Tem- 
peratur T entstehende Potentialniveaudifferenz Era gemäss (12) 
die Gleichung: 

(16) Era = Bra T. 

13* 
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Ganz entsprechend haben wir dann auch für einen anderen Stoff 
b die Gleichung: 

(16 a) Erh = Brb T 

zu bilden, und aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich weiter: 

(17) Ef^i, = Erb Era = ^ (^rb — ^ra)» 

Da man nun andererseits gemäss (12) setzen kann: 

Eab =^ ^ab T^ 

SO folgt: 

(18) Sab = Srb — «rai 

wodurch die Temperaturfunction Sab, welche von der Natur der 
beiden Stoffe a und b abhängt, auf zwei TemperaturfunctioneD, 
von denen jede nur von der Natur eines dieser beiden Stoffe ab- 
hängt, zurückgeführt ist. Um auch noch für die Bezeichnung die 
Vereinfachung zu gewinnen, dass wir den auf den Vergleichsstoff 
bezüglichen Buchstaben r nicht immer mitzuschreiben brauchen, 
wollen wir unter Einführung des neuen Buchstabens tj setzen: 

(19) Bra = Va UUd E^b = 1^6, 

so dass wir die vorige Gleichung schreiben können : 

(20) Bab = Vb — na- 
Hierdurch geht dann auch (17) über in: 

(21) Eab = T (rib - Va)' 

Wir wollen nun eine aus zwei linearen Leitern a und b be- 
stehende Thermokette betrachten, deren Verbindungsstellen die 
Temperaturen T' und T" haben. 

Es möge zunächst für den Leiter a, dessen Temperatur sich 
vom Anfangspuncte bis zum Endpuncte von T' bis jT" ändert, be- 
stimmt werden , wie sich die bei geö&eter Kette an seinen ver- 
schiedenen Puncten stattfindenden Potentialniveaux unter einander 
verhalten. Wenn an zwei unendlich wenig von einander entfern- 
ten Puncten des Leiters die^ Temperaturen T und T-^ dT statt- 
finden, so unterscheiden sich die beiden betreffenden Werthe von 

12 a um -^ d T von einander, und die entsprechende Differenz der 

an den beiden Puncten stattfindenden Potentialniveaux ist: 

(22) ^dT = T^dT. 
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Daraus folgt, wenn wir den Anfangs- und Endwerth von Va mit 
Vi und Vä bezeichnen : 

(23) Vi' -V!,=fT^dT. 

r' 

Wenn die Kette geschlossen ist, und daher ein continuirlicher 
electrischer Strom durch den Leiter a geht, so finden natürlich 
andere Potentialniveaux auf ihm statt, als bei geöffiieter Kette. 
Für die Bestimmung der electromotorischen Kräfte sind aber die 
bei geöfiheter Kette stattfindenden Potentialniveaudifferenzen 
maassgebend: Zwischen zwei Stellen , deren Temperaturen T und 
T-f eiTsind, wirkt eine electromotorische Kraft, welche durch 

jf dT oder durch T -^ d T dargestellt wird, und demnach gilt 

für die Summe aller innerhalb des Leiters a wirkenden electro- 
motorischen Kräfte der in (23) gegebene Ausdruck : 



f 



T^dT. 



Aus der Form dieses Ausdruckes sieht man sofort, dass sein Werth 
nur von der Anfangs- und Endtemperatur des Leiters und nicht 
von der Art, wie die Zwischentemperaturen über ihn vertheilt sind, 
abhängt 

In entsprechender Weise wird für den Leiter h , der an sei- 
nem Anfangspuncte die Temperatur T" und am Endpuncte die 
Temperatur T* hat, die Summe der in ihm wirkenden electromo- 
torischen Kräfte durch den Ausdruck 









dargestellt. 

Betrachten wir nun die ganze Thermokette, so wirken in die- 
ser, ausser den eben bestinunten, noch die an den Verbindungs- 
stellen |)' und |)" stattfindenden electromotorischen Kräfte. Be- 
zeichnen wir die Werthe, welche die Grössen ly« und i^j bei den 
Temperaturen T' und T" haben, mit i^^, iri'^ und ly'j, ?^?, so sind 
die an den Verbindungsstellen wirkenden electromotorischen Kräfte 
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Aus der Zusammenfassung der vier vorstehenden Ausdrücke 
erhalten wir für die ganze electromotorische Kraft F der Kette 
die Gleichung: 

(24) F = fT ^ dT-^ T" (n'i - n'i) + fT^dT 

irl mit 






Hierin kann man unter Ausfuhrung der theilweisen Integration 
setzen : 

Jt^ dT= T" r{'a -r rf,- fvadT 

fif mf 

Jt ^dT = rr,'ö- T" 1,? - friö dT. 

tpff mit 

Dann heben sich die meisten Glieder auf und es bleibt: 



y'f »11 



(25) F=- fnadT— fn„dT 

oder anders geschrieben: 



j^9l mff 



(25a) F = fini-na)dT=fsa,dl. 

jif mf 

Macht man in dieser Gleichung die specielle Annahme, dass 
Sab constant sei, so geht sie in die unter (13) gegebene Gleichung 

Über. Betrachtet man dagegen Bat ^1» eine noch zu bestimmende 
Temperaturfunction, so kann man durch geeignete Wahl der Form 
dieser Function die von dem gewöhnlichen Verhalten abweichen- 
den Beobachtungen, welche man bei manchen Ketten in Bezug auf 
die Abhängigkeit der electromotorischen Kraft von den Tempera- 
turen der Löthstellen gemacht hat, aus dieser Gleichung sehr gut 
erklären. 

Die Gleichungen (24) und (25) lassen sich leicht auch in der 
Weise erweitern, dass sie für eine aus beliebig vielen Stoffen be- 
stehende Thermokette gelten. Seien n Leiter a, 6, c . . . . ä als Be- 
standtheile der Thermokette gegeben, und seien die Temperaturen 
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ihrer Verbindungsstellen Yom Anfangspuncte des Leiters a an der 
Reihe nach mit T*, Tf\ T'" .... T(*) bezeichnet, so lauten die er- 
weiterten Gleichungen: 

(26) F = fT^dT-\-l"(fi'l-n'i)-\-JTj^dT 

mf mit 

T' 

-f- T"' (!??'-.?'»")+ - + fT^ dT-^t in'.-n'i) 



mit mtn ml 

F = - f n.äT- J n^dT- — Jn^dT. 



§. 12. Wärmeverbrauch und Wärmeerzeugung in der 

Thermokette. 

Nachdem die in der Thermokette vorkommenden electromo- 
torischen Kräfte ausgedrückt sind, kann auch das in ihren ver- 
schiedenen Theilen stattfindende Verschwinden oder Entstehen 
von Wärme leicht bestimmt werden. 

Es sind dabei, wie schon früher in §. 5 auseinandergesetzt 
ist, zwei Vorgänge in Betracht zu ziehen. Derjenige, bei welchem 
die Wärme selbst thätig ist, indem sie electromotorische Kräfte 
hervorbringt, die an manchen Stellen im Sinne des Stromes, an an- 
deren Stellen im entgegengesetzten Sinne stattfinden, wodurch 
dann Verbrauch oder Erzeugung von Wärme bedingt ist, und der- 
jenige, welcher nur in der Ueberwindung des Leitungswiderstan- 
des besteht, wobei ebenso, wie bei der Ueberwindung einer Rei- 
bung, Wärme erzeugt wird. In dem früher betrachteten einfachen 
Falle, wo die electromotörischen Kräfte nur an den Berührungs- 
flächen verschiedener Stoflfe ihren Sitz haben, waren beide Vor- 
gänge räumlich getrennt Wenn aber auch innerhalb der einzel- 
nen Stoffe electromotorische Kräfte vorkommen, so finden hier 
beide Vorgänge in demselben Räume neben einander statt. Dessen- 
ungeachtet kann man sie für die Betrachtung von einander 
trennen. 

Sie unterscheiden sich nämlich wesentlich dadurch, dass der 
eine durch ümkehrung des Stromes ebenfalls eine Umkehrung er- 
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leidet, indem Wärmeverbrauch und Wärmeerzeugung sich gegen- 
seitig vertauschen , während der andere bei Umkehrung des Stro- 
mes ungeändert bleibt, indem bei ihm immer nur Wärmeerzeugung 
stattfindet. Dadurch wird es möglich, in jedem Stücke einer Thermo- 
kette die durch die beiden Vorgänge erzeugten Wärmemengen 
(wobei verbrauchte Wärmemengen als erzeugte negative Wärme- 
mengen gerechnet werden) durch Beobachtung einzeln zu bestim- 
men. Nachdem man für den durch die thermoelectromotorischen 
Kräfte hervorgebrachten Strom die ganze in dem betrachteten 
Stücke erzeugte Wärme beobachtet hat, lasse man die Kette von 
einem durch fremde electromotorische Kräfte hervorgebrachten 
eben so starken entgegengesetzten Strom durchfliessen und beob- 
achte dabei wieder die ganze in dem Stücke erzeugte Wärme- 
menge. Wenn man dann die beiden Wärmemengen addirt und 
von der Summe die Hälfte nimmt, so stellt diese die durch den 
thermoelectrischen Strom bei der üeberwindung des Leitungs- 
widerstandes erzeugte Wärmemenge dar. Wenn man dagegen die 
durch den zweiten Strom in dem Stücke erzeugte Wärme von der 
durch den ersten Strom erzeugten abzieht, und von der Differenz 
die Hälfte nimmt, so stellt diese diejenige durch den thermoelectri- 
schen Strom erzeugte Wärmemenge dar, welche der selbstthätigen 
Wirkung der Wärme entspricht. 

Auch mathematisch lassen sich beide Wärmemengen für lineare 
Leiter leicht ausdrücken. Diejenige in irgend einem Stücke eines 
Leiters erzeugte Wärmemenge, welche der selbstthätigen Wirkung 
der Wärme entspricht, also mit der Hervorbringung von electro- 
motorischen Kräften zusammenhängt, wird dargestellt durch das 
negative Product aus der in dem Leiterstücke wirkenden electro- 
motorischen Kraft und der Stromstärke. Die bei der üeberwin- 
dung des Leitungswiderstandes erzeugte Wärmemenge dagegen 
wird dargestellt durch das Product aus dem Leitungswiderstande 
des betrachteten Stückes und dem Quadrate der Stromstärke. 

Betrachten wir nun zunächst die Thermokette im Ganzen und 
nennen ihre gesammte electromotorische Kraft F, ihren gesamm- 
ten Leitungswiderstand L und die in ihr stattfindende Stromstärke 
J", so ist die ganze durch den ersten Vorgang in der Kette er- 
zeugte Wärmemenge: 

- FJ 
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und die durch den zweiten Vorgang in ihr erzeugte Wärme- 
menge : 

Setzen wir hierin: 

so gehen die beiden Attsdrücke über in : 

F* , F* 
__und-^. 

Sie sind also den Vorzeichen nach entgegengesetzt (indem bei dem 
einen Vorgange Wärme verbraucht und bei dem anderen Vor- 
gange Wärme erzeugt wird), und den absoluten Werthen nach 
gleich, so dass ihre algebraische Summe Null ist, wie es nach dem 
ersten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie sein muss. 

Um nun weiter zu sehen , ob auch der zweite Hauptsatz der 
mechanischen Wärmetheorie erfüllt ist, haben wir unser Augen- 
merk nur auf die Wärmemengen zu richten, welche durch den 
ersten Vorgang, bei welchem die Wärme selbst thätig ist, erzeugt 
werden. Dividiren wir die in den verschiedenen Theilen der Thermo- 
kette durch diesen Vorgang erzeugten Wärmemengen durch die 
absoluten Temperaturen der betreffenden Theile und bilden aus 
den so entstehenden Quotienten die Summe , so muss diese nach 
dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie gleich 
Null sein. 

Wir wählen zunächst den Leiter a zur Betrachtung und neh- 
men von demselben eüi unendlich kleines Stück , dessen Anfangs- 
punct die Temperatur T und dessen Endpunct die Temperatur 
T -{- dT hat. Die innerhalb dieses Stückes wirkende electromo- 

torische Kraft ist T -^ d T, und daher die in ihm während der 

dT 

Zeiteinheit erzeugte Wärmemenge — JT -^ d T. Dieses mit T 

dividirt giebt : — J -^ d T. Denken wir uns solche Ausdrücke 

für alle Elemente des Leiters a, welcher an seinem Anfangspuncte 
die Temperatur T' und an seinem Endpuncte die Temperatur T" 
hat, gebildet und nehmen die Summe aller dieser Ausdrücke, welche 
in diesem Falle ein Integral wird^ so erhalten wir: 
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m9l 



-^f^^T=J{n'a-n"a). 



r 

Ebenso erhalten wir für die folgenden Leiter 6, c . . . . ä der Reihe 
nach die Ausdrücke: 

JW-nV) e7(^?^-V0. 

Wir haben nun weiter die Verbindungsstellen der verschiede- 
nen Leiter zu betrachten. Die an der Verbindungsstelle der Lei- 
ter a und b stattfindende electromotorische Kraft ist T" (12 & — rja) 
und daher die dort erzeugte Wärmemenge JT'* (ria — fj'b)^ woraus 
wir durch Division mit T" erhalten : 

Ebenso erhalten wir für die anderen Verbindungsstellen der Reihe 
nach die Ausdrücke : 

J (n'l' - n'n ■-'■•• J (n'k - rf.). 

Bilden wir nun aus sämmtlichen für die n Leiter und die 
n Verbindungsstellen geltenden Ausdrücken die Summe, so heben 
sich darin alle Glieder auf und es entsteht der Werth Null. Somit 
ist auch der zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie er- 
füllt, und es wird sich daher vom Standpuncte dieser Theorie aus 
nichts gegen die aufgestellten Gleichungen einwenden lassen. 

Budde hat sie auch noch einer experimentellen Prüfung unter- 
worfen, indem er dazu einen speciellen Fall ausgewählt hat, wel- 
cher sich auf die Eisenkupferkette bezieht. Wie schon erwähnt, 
nimmt bei dieser, wenn man die Temperatur der warmen Löth- 
stelle fortwährend steigert, die electromotorische Kraft nicht fort- 
während zu, sondern erreicht ein Maximum und nimmt von da an 
wieder ab. Betrachtet man nun speciell die Temperatur, bei wel- 
cher die electromotorische Kraft ihr Maximum hat, so findet bei 
dieser eine characteristische Eigenthümlichkeit statt. Differentiirt 
man nämlich die Gleichung (25a) nach T", so kommt: 

dF _ „ 

worin 6 «6 den der Temperatur T" entsprechenden Werth von 6ab 
bedeuten soll. Hieraus folgt nach der Gleichung Eab = «a* 2, 
wenn man den der Temperatur T" entsprechenden Werth von E^b 
piit Eab bezeichnet: 
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Für den Werth der Temperatur Tf\ fiir welchen F ein Maximum 

dF 
ist, muss nun der Differentialcoeffident t^ gleich Null sein, und 

daraus ergiebt sich auch für die Potentialniveaudifferenz Ea^, der 
Werth NulL Wenn hiemach an der Löthstelle von Eisen und 
Kupfer bei dieser Temperatur keine Potentialniveaudifferenz vor- 
handen ist, so kann auch die Peltier'sche Erscheinung (der Ver- 
brauch oder die Erzeugung von Wärme beim Durchgange eines 
Stromes) bei dieser Teinperatur dort nicht stattfinden. Dieses Re- 
sultat der Theorie hat Budde experimentell geprüft und, soweit 
die Versuchsschwierigkeiten eine Entscheidung zuliessen, bestätigt 
gefanden. 

Schliesslich möge noch bemerkt werden, dass über den eigent- 
lichen Grund der Entstehung der electromotorischen Kraft einer 
Thermokette von W. Thomson und F. Kohlrausch Ansichten 
aufgestellt sind, welche von meiner Erklärung abweichen. Diese 
Ansichten werden im letzten Abschnitte dieses Bandes näher be- 
sprochen werden. 
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Pönderomotorische und electromotorische Kräfte 
zwischen linearen Strömen und Leitern. 

§. 1. Die Ampere'schen Grundformeln. 

Ampere hat bekanntlich die Entwickelung seiner Theorie 
der ponderomotorischen Kräfte damit begonnen , eine Formel für 
die gegenseitige Einwirkung zweier Stromelemente abzuleiten. Da- 
bei ist er von gewissen experimentell festgestellten Thatsachen 
ausgegangen, hat aber noch die Annahme hinzugefügt, dass die 
von zwei Stromelementen auf einander ausgeübten Kräfte nur in 
einer gegenseitigen Anziehung oder Abstossung beste- 
hen können. 

Der auf diese Weise abgeleiteten Formel hat er verschiedene 
Gestalten gegeben, von denen, je nach den Rechnungen, welche 
man mit ihr ausfuhren will, bald die eine, bald die andere beque- 
mer ist Eine der einfachsten ist folgende. Seien ds und ds' die 
beiden Stromelemente, i und i' die Stromintensitäten, r der Ab- 
stand der Elemente von einander und (ss') der Winkel zwischen 
ihren Richtungen, dann ist die Kraft, welche die Elemente auf 
einander ausüben, nach Ampere, eine Anziehung von der Stärke: 

Mi^dsdA'-^^ + r ' 



r2 ' dsds'^ 

worin Je eine positive Constante bedeutet. Ein negativer Werth 
dieser Formel stellt natürlich eine Abstossung dar, indem diese 
als negative Anziehung aufgefasst werden kann. 
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Will man hieraus die Kraft ableiten, welche das Stromelement 
ds Ton einem endlichen Strome s' erleidet, so muss man die in be- 
stimmte Richtungen fallenden Componenten der Kraft betrachten, 
und für diese kann man dann die Integration ausführen. Es möge 
dazu ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingeführt werden, in 
welchem die beiden Stromelemente die Goordinaten x^y^ e und 
ar', y*, e* haben. Die in die Richtungen dieser Goordinaten fallen- 
den Componenten der Kraft, welche das Element ds von dem Ele- 
mente ds' erleidet, seien mit idsds\ fidsds\ t^sds' bezeichnet; 
dann ergiebi sich aus der obigen Anziehungsformel die Gleichung: 

oder anders geschrieben : 

8.1 



= *"' te 




(1) I = hü' I -^ cos (SS') + (^ - *) 878, 

und ebenso für die beiden anderen Goordinatenrichtungen: 



(la) 



p7 «*7l 

"1 = *"' L^ «"^ i»^-\-W- y) 8707J 

l = Uii'Y-^cosis^)-^{^-B)j^^ 




Bezeichnen wir nun die drei Gomponenten der Kraift, welche 
das Stromelement ds von einem endlichen Strome s* erleidet, mit 
Sds, Hds, Zds^ so gut für S die Gleichung: 



S 



= fids'. 



Für die hierin angedeutete Integration ist es zweckmässig, den un* 
ter (1) gegebenen Ausdruck von | in folgenden gleichbedeutenden 
umzuformen: 

I8i gl 



' - ^'''' \[i-Sl 



(2) I = in' [^ cos (SS') - ^ 8-7 + 

Hierin lässt sich das letzte Glied sofort nach s' integriren und 
giebt einfach die Differenz der Werthe, welche der in der eckigen 
Klammer stehende Ausdruck für die beiden Grenzwerthe von s', 
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die s'o ^^d ^'i Geissen mögen, annimmt, und welche wir dadurch 
bezeichnen wollen, dass wir und 1 als Indices neben den Aus- 
druck setzen. Wir erhalten so die Gleichung: 



(3) 



s 



cos {ss') — 



+L(''-»^)wJ-U- 




Nehmen wir nun an, der Strom s' sei ein geschlossener, 
so beziehen sich die Grenzwerthe s'o und s\ der Stromcurve auf 
einen und denselben Punct des Baumes, und die beiden Werthe, 
deren Differenz in der vorigen Gleichung vorkommt, sind somit 
unter eioander gleich und heben sich gegenseitig auf. Es bleibt 
also nur das Glied übrig, welches das noch unausgeführte Integral 
enthält. Dasselbe, was hier über die Grösse S gesagt ist, gilt na- 
türlich auch von den Grössen H und Z, und man erhält daher zur 
Bestimmung der drei Componenten der von einem geschlossenen 
Strome auf ein Stromelement ausgeübten Kraft die Gleichungen: 



(4) 






cos (ss') — 



ds ds 



cos (ss*) — 



r oyl 



ds ds 



cos (ss*) — 



r 8g' 
8s 8s 



r\ds' 
t\ ds'. 



Was nun den Grad der Zuverlässigkeit der vorstehenden For- 
meln anbetrifft, so muss man sagen, dass die Formeln, welche sich 
auf die von einem Stromelemente auf ein anderes ausgeübte Kraft 
beziehen, mit einer erheblichen Unsicherheit behaftet sind. Die 
bei ihrer Ableitung gemachte Voraussetzung, dass die Kraft nur 
eine Anziehung oder Abstossung sein könne, also in die Bichtong 
der Verbindungslinie der beiden Elemente fallen müsse, ist, wie 
H. Grassmann schon im Jahre 1845 in einer schönen Abhandlung^) 



1) Pögg. AniL Bd. 64, S. h 
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hervorgehoben hat, durch nichts gerechtfertigt. Bei zweiPuncten 
kann man für diejenigen Kräfte, welche sie unabhängig von ihren 
etwaigen Bewegungen auf einander ausüben, allerdings im Voraus 
annehmen , dass sie nur die Richtung der Verbindungshnie haben 
können, da es für zwei Puncte, wenn man von ihren Bewegungen 
absieht, keine andere ausgezeichnete Richtung giebt. Bei zwei 
Stromelementen dagegen sind die Richtungen der Stromelemente 
ebenfalls ausgezeichnete Richtungen, und es ist gar nicht abzu- 
sehen, weshalb die Kraftrichtungen von den Richtungen der Strom- 
elemente unabhängig sein müssen. 

Demgemäss darf man die Richtigkeit der Gleichungen (1) und 
(la), welche die von einem einzelnen Stromelemente auf ein ande- 
res Stromelement ausgeübte Kraft bestimmen, nicht als bewiesen 
betrachten. Dasselbe gilt von der Gleichung (3), welche sich auf 
die von einem ungeschlossenen Strome auf ein Stromelement aus- 
geübte Kraft bezieht. Die Gleichungen (4) dagegen, welche die 
von einem geschlossenen Strome auf ein Stromelement aus- 
geübte Kraft bestimmen, sind der experimentellen Prüfung zugäng- 
lich und können als durch die Erfahrung hinlänglich bestätigt an- 
gesehen werden , um sie als sicher anzunehmen. Diese wollen wir 
daher den nächstfolgenden Entwickelungen zu Grunde legen. 



§. 2. Umformung der vorstehenden Gleichungen. 
Man kann den Gleichungen (4) noch andere, für die weiteren 

öl 

Anwendungen bequeme Formen geben. Für cos (ss') und -^ gel- 
ten folgende Ausdrücke: 

, ^ dxdx^ . dy dy* . dz dz' 
ds OS ' ds ds ' OS os 

r r öx j r oy_ . r dz 

ds ~ dx ds'^'dyds'^'dJ ds' 

Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichungen (4) ein, so heben 
sich in jeder derselben unter dem Integralzeichen zwei Glieder 
auf, und die anderen Glieder lassen sich folgendermaassen zu- 
sammenfassen: 
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(^>) 



Li»«/ Vf 



^y 



U^ 



ö» 



ds' 



Von den sechs hierin vorkommenden Integralen sind dreimal 
je zwei unter sich gleich, so dass nur drei verschiedene Integrale 
übrig bleiben. Zur Abkürzung wollen wir nach Ampere für diese 
Integrale, nachdem sie mit Jci' multiplicirt sind, vereinfachte Zei- 
chen einführen, indem wir setzen: 



(6) 



B = 1ci 






• dy ds' 


dz d^ 


. 1 


^7di^ 


>de ds' 


dx 8 s'. 


^ r dy' 


^Tdaf 



Da nun, gemäss der Gleichung 

r = V (a: - afy + (y — i/)^ + (^ - ^y 
zu setzen ist: 



»1 

r 



x-^x' 






— 



m kann man die vorigen Gleichungen auch so schreiben: 

^.^^ r/ y-i^ daf x-x'dy" 
J \ r» ds' 



(ß«0 



6 — i^ dx' 



d^)'' 



r^j 



dy\ 

ds'J 



ds'. 
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Durch Einführung dieser Zeichen nehmen die Gleichungen (5) 
folgende einfache Formen an: 



(7) 



\ ds dsj 

\ ds ds/ 

\ ds ds/ 



§. 3. Zurückführung der drei Grössen Ä^ B und C auf 

Eine Grösse. 

Die drei Grössen A^ B und C lassen sich unter der von uns 
gemachten Voraussetzung, dass der Strom sf geschlossen sei, auf 
eine einzige Grösse zurückfuhren , von welcher sie die negativ ge- 
nommenen partiellen Differentialcoef&cienten nach x^ y und e sind. 
Zu dieser Grösse gelangt man am leichtesten durch Anwendung 
einer aus der analytischen Geometrie bekannten Trans/ormations- 
gleichung, die ich hier nicht beweisen, sondern nur anführen will. 

Es sei irgend eine von einer geschlossenen Gurve umgrenzte 
Fläche gegeben. Das Element der Curve möge ds und das Ele- 
ment der Fläche dm heissen. Von der auf dem Flächenelemente 
(io errichteten Normale, welche nach der einen Seite als positiv 
und nach der anderen als negativ zu rechnen ist, soll ein Element 
mit dn bezeichnet werden. Die Seite der Normale, nach welcher 
wir dn als positiv rechnen, soll mit der auf die geschlossene Curve 
bezüglichen Umlaufsrichtung, nach welcher wir ds als positiv rech- 
nen, so zusammenhängen, dass ein in der Gurve im positiven Sinne 
stattfindender Umlauf, von der positiven Seite der Normale aus 
betrachtet, als positive Drehung erscheint, d. h. so, wie in der 
a:y- Ebene, wenn man sie von der positiven jsr- Seite aus betrach- 
tet, eine von der positiven rr-Axe nach der positiven y-Axe hin 
gehende Drehung erscheint. Zur vollständigeren Fixirung der 
Ideen möge auch noch über den positiven Sinn der Coordinaten- 
axen eine Annahme gemacht werden, und zwar wollen wir die 
Wahl so treffen, dass die erwähnte in der icy- Ebene von der posi- 
tiven rc-Axe nach der positiven y-Axe hin gehende Drehung von 
der positiven ä?- Seite aus als Linksdrehung erscheint, die der 

OlauBinB, mech. Wftnnetheorie. II. \^ 
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Drehung des Zeigers der Uhr entgegengesetzt ist. Es mögen nun 
weiter L , M und N drei Functionen von rc, y, e darstellen , dann 
gilt folgende Gleichung : 

~7 L\8y dz)dn'^\de dx)dn'^\dx dy)dn\ ' 

worin das erste Integral über die ganze geschlossene Curve und 
das zweite Integral über die von der Curve begrenzte Fläche aus- 
zudehnen ist. 

Diese Gleichung wollen wir nun zur Transformation der un- 
ter (6a) vorkommenden Integrale anwenden, indem wir uns durch 
die Stromcurve s' irgend eine Fläche gelegt denken. Da die auf 
den Strom s' bezüglichen Grössen in (6 a) durch accentuirte Buch- 
staben bezeichnet sind, und es zweckmässig ist, dasselbe auch mit 
den Grössen zu thun , welche sich auf die durch s* gelegte Fläche 
beziehen, so wollen wir uns alle in der Gleichung (8) vorkommen- 
den Buchstaben accentuirt denken. Um die so abgeänderte Glei- 
chung zunächst auf die erste der Gleichungen (6 a) anzuwenden, 
setzen wir: 

wodurch (8) übergeht in: 

_ fW- J_ ( y-'!f \ _ 8 /g - ^ \-y 8£: , _8_ {y-y\ M 

~J \l dy'\ r' J dz'K r' J\dn''^dstf\ r» Jdn' 

Die rechte Seite dieser Gleichung lautet nach Ausführung der an- 
gedeuteten Differentiationen : 

rr/o jx - a/y _ 1\ 8^ , o (X -^)(y- y') ^i_ 

J L\ »•' *•'/ 8»' "*" ♦•' dn' 



3 (.-^) (.-.') 1^1 
r^ d n'j 



wofür man auch schreiben kann: 
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ao' 



oder endlich: 






Entsprechende Ausdrücke erhält man, wenn man die Glei- 
chung (8) auf die beiden letzten der Gleichungen (6 a) anwendet. 
Setzt man diese Ausdrücke für die in (6 a) enthaltenen Integrale 
ein, so kommt : 



^ = - '' rJ-6 ^'^' 



(10) 






Hiemach ist hi 



f J ^ dcj' di 



die am Anfange dieses Paragraphen 



erwähnte Grösse , deren negativ genommene partielle Differential- 
coefficienten die Grössen' A^ B und C darstellen. 



§. 4. Die magnetische Kraft und die magnetische Poten- 
tialfunction eines geschlossenen Stromes. 

Nachdem wir bisher nur die mathematischen Ausdrücke für 
die Grössen A^ B und C abgeleitet haben, wollen wir nun eine 
gewisse Vorstellung damit verbinden, welche für physicalische Be- 
trachtungen sehr bequem ist. 

Wir wollen uns denken , A^ B und C seien die Componenten 
einer von dem geschlossenen Strome s' am Puncto (a:, y, z) aus- 
geübten Kraft, und da zu einer Kraft auch etwas gehört, worauf 
sie ausgeübt vrird, wollen wir uns vorstellen, die Kraft werde auf 
eine im Puncte (a;, y, z) befindliche Einheit eines Agens ausgeübt, 
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welches wir Magnetismus nennen wollen, wobei wir aber unter die- 
sem Namen vorläufig nur etwas zur Bequemlichkeit unserer Be- 
trachtungen angenommenes verstehen , was gar keine reelle Exi- 
stenz zu haben braucht. Nach Einführung dieses Agens können 
wir die Kraft, von der A^ B und C die Gomponenten sind, die 
magnetische Kraft des geschlossenen Stromes s' nennen. 

Femer giebt der Umstand, dass in dem in den Gleichungen 
(10) vorkommenden Ausdrucke, dessen negative Differentialcoeffi- 
cienten die Kraftcomponenten A^ B und C darstellen , die zu inte- 
grirende Grösse der nach n' genommene Differentialcoefficient von 

— ist, Veranlassung, auch den die Kraft ausübenden geschlossenen 

T 

Strom durch ein eigenthümliches , nur für die mathematische Be- 
trachtung bestimmtes Gebilde zu ersetzen. 

Wir wollen uns denken, von dem Agens, welches wir Magne- 
tismus genannt haben, gebe es ebenso, wie von der Electricität, 
zwei verschiedene Arten, welche sich so verhalten, dass zwei Men- 
gen einer und derselben Art sich abstossen, und zwei Mengen der 
beiden verschiedenen Arten sich anziehen. Diese beiden Arten 
von Magnetismus können, in Uebereinstimmung mit der bei der 
Electricität angewandten Benennungsweise, positiver und negati- 
ver Magnetismus, oder auch, gemäss dem aus anderen Gründen 
entstandenen Sprachgebrauche, Nord- und Süd-Magnetismus ge- 
nannt werden. Von der Kraft, mit welcher zwei Mengen sich ab- 
stossen oder anziehen, nehmen wir an, dass sie dem Quadrate der 
Entfernung umgekehrt proportional sei, und was die Grösse der 
Kraft anbetrifiFt, so wollen wir annehmen, die Kraft, mit welcher 
zwei Einheiten von positivem Magnetismus sich in der Einheit der 
Entfernung abstossen, sei gleich h 

Nun kehren wir zu der im vorigen Paragraphen betrachteten, 
durch die geschlossene Stromcurve gelegten Fläche zurück, und 
denken uns, neben derselben, an der Seite, nach welcher die Nor- 
male als positiv gerechnet wird, noch eine zweite parallele Fläche 
gelegt, welche nur um deti unendlich kleinen Abstand « von ihr 
entfernt sei. Die erste Fläche denken wir uns mit negativem und 
die zweite mit positivem Magnetismus belegt, und zwar in folgen- 
der Weise. Auf der ersten sei die Flächendichtigkeit des Magne- 

tismus constant gleich , so dass sich auf einem Flächen- 



Kräfte zwischeu linearen Strömen und Leitern. 213 

elemente da' die Menge do' befinde. Betrachten wir nun 

das diesem Elemente senkrecht gegenüberliegende Element der 
zweiten Fläche , so soll sich auf diesem eine ebenso grosse Menge 
von positivem Magnetismus befinden, und dasselbe soll für jede 
zwei andere sich senkrecht gegenüberliegende Flächenelemente 
der Fall sein, so dass die zweite Fläche eben so viel positiven 
Magnetismus enthält, wie die erste negativen Magnetismus. 

Wir wollen nun zunächst nur die beiden unendlich kleinen 
Magnetismusmengen betrachten, welche sich auf dem Flächen- 
elemente cfo' und dem ihm senkrecht gegenüberliegenden Ele- 

mente der anderen Fläche befinden , also die Mengen doi* 

s 

und -| — de/. Von diesen beiden Mengen wollen wir die Poteh- 

tialfunction im Puncte (x, y, z) bilden. Der Abstand des Elemen- 
tes dcaf vom Puncte (ar, y, g) werde, gemäss unserer früheren Be- 
zeichnungsweise, durch r dargestellt, und der Abstand des gegen- 
überliegenden Elementes von demselben Puncte heisse fi. Dann 
ist die Potentialfunction der beiden Magnetismusmengen: 

h i' h t 
daf A da»' 

TB Ti B 

oder: 



\n r) B 



d(o\ 



Nun kann man aber, da das zweite Element vom ersten in der 
n'-Richtung um s entfernt ist, setzen: 

iT ~" r "•" 8n' *' 
wodurch der vorige Ausdruck übergeht in: 

M ^ da,'. 

Wenn man diesen Ausdruck über die ganze erste Fläche in- 
tegrirt, also den Ausdruck 
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bildet, so stellt dieser die Potentialfunction der ganzen auf den 
beiden Flächen befindlichen Magnetismusmengen im Puncte {x^y^z) 
dar. Hieraus folgt weiter, dass die Componenten der Kraft, welche 
diese beiden Magnetismusmengen auf eine im Puncte (a?, y, z) ge- 
dachte Magnetismuseinheit ausüben, durch 



«/ dn 



dx 







dz^ß dn 
dargestellt werden. 

Dieses sind dieselben Ausdrücke, welche in (10) für die Com- 
ponenten A^ B^ C derjenigen Kraft gegeben wurden, welche der 
geschlossene Strom s' auf jene Magnetismuseinheit ausübt. Dem- 
nach können die beiden magnetischen Flächen und der Strom sich 
in Bezug auf die von ihnen ausgeübte magnetische Kraft gegen- 
seitig ersetzen, und die vorher für die beiden magnetischen Flä- 
chen bestimmte Potentialfunction kann daher auch auf den Strom 
bezogen werden, und wir wollen sie die magnetische Poten- 
tialfunction des geschlossenen Stromes nennen. 

Da diese Potentialfunction vielfach angewandt werden kann, 
so ist es zweckmässig, ein einfaches Zeichen dafür einzuführen, 
und wir wollen setzen: 



(11) 






Dann können wir die Gleichungen (10) kürzer so schreiben : 
(12) ^ = -|^;5 = _|^;C=-^. 

dx dy dz 

Setzt man diese Werthe von A , B und C in die GleichuDgen 
(7) ein, so kommt: 



(13) 



\dy ds dz dsj 

TT — • {— ^ — ?Z ^\ 
\dz ds dx ds) 

~'^\dx ds dy ds) 
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Es ist somit die Bestimmung der von einem geschlossenen Strome 
auf ein Stromelement auBgeübten Kraft auf die magnetische Poten- 
tialfunction des Stromes zurückgeführt. 



§. 5. Einführung magnetischer Flächen für den die 

Wirkung erleidenden Strom. 

Es möge nun angenommen werden , dass auch der die Wir- 
kung erleidende Strom s geschlossen sei, und dass es sich darum 
handele, zu bestimmen, welche Gesammtwirkung die auf alle seine i 

Elemente wirkenden ponderomotorischen Kräfte auf den ganzen | 

Strom ausüben, wenn der Leiter als starr vorausgesetzt wird j 

Diese Gesammtvmrkung kann in zwei auf den ganzen Strom 1 

bezügliche Wirkungen zerlegt werden, deren eine irgend einen mit 
dem Leiter fest verbundenen Punct, als welchen wir den Anfangs- 
punct der Coordinaten wählen können, zu verschieben sucht, wäh- | 

rend die andere eine Drehung um diesen Punct hervorzubringen | 

sucht, und es kommt daher darauf an, die drei in die Coordinaten- 
richtungen fallenden Componenten der Verschiebungskraft und 
die Drehungsmomente um die drei Coordinatenaxen zu bestimmen. 

Die in die a?- Richtung fallende Componente der Verschie- 
bungskraft ist / Sds, und gemäss (13) haben wir: 

Um das in dieser Gleichung an der rechten Seite stehende Linien- 
integral in ein Flächenintegral verwandeln zu können, denken wir 
es uns zunächst in der Form 

geschrieben, indem wir den hierin vorkommenden Buchstaben i, 
M und N folgende Bedeutungen beilegen : 

L = 0; M= — -5—; N=-^ 
' dz dy 

und auf dieses Integral wenden wir die unter (8) gegebene Trans- 
formationögleichung an. Dadurch erhalten wir: 

j nas — tj i^^g^^ -h g^,^ g^ g^g^ g^ g^g^ g^J ao), 
und dieser Gleichung können wir folgende Form geben : 
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(15) J^ds = ^J[[^ + ^,^^)^ 

\8a:»8w "^ dxdy dn'^ dxdzdn)\ 

Die hierin vorkommende Grösse P ist die im vorigen Paragraphen 
besprochene Potentialfunction der Magnetismusmengen, welche 
sich auf der vom Strome s' begrenzten und der ihr unendlich 
nahen parallelen Fläche befinden. Denken wir uns nun die vom 
Strome s begrenzte Fläche, deren Element do in der vorigen Glei- 
chung vorkommt, so gelegt, daas sie jene erstgenannten beiden 
Flächen nicht schneidet, was immer möglich ist, wenn die Strom- 
curven s und s' nicht in einander verschlungen sind, so gilt für alle 
in dem Integrale vorkommenden Flächenelemente do die Gleichung: 

8«P . 8«P . 8^P_fi 
dx^ "•" 8y3 + 0^2 — "• 

Femer kann man schreiben : 

82P 8£ aap d£ , aap dz__ d_ /dP\ 

dx\dn ' dxdy dn "" dxdjs dn ~ dn \dx)' 
Demnach geht die Gleichung (15) über in: 

(16) /^'^« = -»/Ä(||)'^- • 

Entsprechende Gleichungen gelten natürlich auch für die beiden 
anderen Goordinatenrichtungen. 

Was nun femer die Drehungsmomente anbetrifft, so wird das- 
jenige um die rr-Axe durch 1 {yZ—zB)ds dargestellt, und nach 
(13) gilt die Gleichung : 

(dP dx dP dzY] , 

"" ^ V87 87 ~ äi" 87;j '^^' 

Um hierin wieder das an der rechten Seite stehende Linienintegral 
in ein Flächenintegral verwandeln zu können, schreiben wir auch 
dieses Integral in der Form: 

indem wir jetzt den Buchstaben L, Jlf und N folgende Bedeutun- 
gen beilegen : 
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f dP , ZF\ T^ dP „ 



Wenn wir dann die Transformationsgleichung (8) anwenden , und 
die dadurch entstehende Gleichung in ähnlicher Weise , wie die 
obige, umgestalten, so erhalten wir: 

(18) /(,Z-.^d. = i/A(.||_y||)d.. 

Entsprechende Gleichungen gelten auch für die Drehungsmomente 
am die beiden anderen Coordinatenaxen. 

Dieselben Ausdrücke, welche in den Gleichungen (16) und 
(18) für die a;-Componente der Verschiebungskraft und für das 
Drehungsmoment um die a:-Axe gegeben sind, erhält man, wenn 
man, ganz so, wie es im vorigen Paragraphen für den Strom s* ge- 
schehen ist, nun auch für den Strom s zwei magnetische Flächen 
einführt 

Man denke sich dazu neben der durch den Strom s gelegten 
Fläche, deren Element dfo ist, noch eine zweite, nur um den un- 
endlich kleinen Abstand s von ihr entfernte parallele Fläche , und 
nehme an, dass die erste mit negativem und die zweite mit positi- 
vem Magnetismus bedeckt sei Auf einem Elemente d(o der er- 

sten Fläche soll sich die Magnetismusmenge da und auf dem 

s 

ihm gegenüberliegenden Elemente der zweiten Fläche eine dem 
absoluten Werthe nach eben so grosse positive Magnetismusmenge 

befinden. Die auf dco befindliche Menge da erleidet eine 

Kraft, deren in die :%;- Richtung fallende Componente den Ausdruck 

i dP , 

s vx 

hat, und deren Drehungsmoment um die x-Axe durch den Aus- 
druck 

i_/ dP_ dP\ 

6 V d^ ^ dy) 

dargestellt wird. Die auf dem gegenüberliegenden Flächenelemente 
befindliche Magnetismusmenge — do, welche von der ersteren in 

c 

der n- Richtung um a entfernt ist, erleidet eine Kraft, für deren 
in die a?- Richtung fallende Componente und auf die a;-Axe be- 
zügliches Drehungsmoment folgende Ausdrücke gelten: 
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i r dP dP , d / dP dP\ 1 , 

Für beide Flächenelemente zusammen wird also die x-Ck>iupo- 
nente der Kraft durch 

. 8 /dP 



* dn 



und das Drehungsmoment um die o; - Axe durch 

. d / dP dP\ , 

dn \ dy ^ dßj 

dargestellt. Durch Integration dieser beiden Ausdrücke erhält 
man genau die oben unter (16) und (18) gegebenen Ausdrücke, 
und es folgt daraus, dass man den geschlossenen Strom s in Be- 
zug auf die ponderomotorische Kraft, welche er erleidet, ganz so, 
wie den Strom 5' in Bezug auf die Kraft, welche er ausübt , durch 
ein magnetisches Flächenpaar ersetzen kann. 



§. 6. Das magnetische Potential zweier geschlossener 

Ströme auf einander. 

Die Gesammtwirkung, welche das den Strom s repräsentirende 
magnetische Flächenpaar von dem den Strom s' repräsentirenden 
magnetischen Flächenpaare erleidet, lässt sich am bequemsten da- 
durch bestimmen, dass man zuerst das Potential des einen magne- 
tischen Flächenpaares auf das andere bildet, und dann die Aende- 
rung untersucht, welche dieses Potential erleidet, wenn das den 
Strom s repräsentirende Flächenpaar irgend eine unendlich kleine 
Bewegung macht. 

Dieses Potential lässt sich sehr leicht aus der schon bestimm- 
ten Potentialfunction P des den Strom s' repräsentirenden Flä- 
chenpaares ableiten. Das Potential dieses Flächenpaares auf 
die zu dem anderen Flächenpaare gehörige negativ magnetische 
Fläche ist: 

und das Potential auf die positiv magnetische Fläche : 
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/(' + H ') I ^- 



Daraus ergiebt sich für das Potential auf beide Flächen zusam- 
men, welches Q heissen möge, die Gleichung: 



(19) Q = iß 



dn 



Setzen wir hierin für P seinen unter (11) gegebenen Werth ein, 
so kommt : 






Q = Jcii' I dcD ^^ / -5^ dö' 

oder anders geschrieben : 



— ^''J J d^^dii! 



(20) Q = JciV I i ^-^-ydödo)'. 

Diese Grösse , welche ihrer Entwickelung nach zunächst das 
Potential der beiden magnetischen Flächeflpaare auf einander be- 
deutet, kann, da die Flächenpaare durch ihre gegenseitigen Wirkun- 
gen die gegenseitigen Wirkungen der beiden geschlossenen Ströme 
vertreten können, auch das magnetische Potential der bei- 
den geschlossenen Ströme auf einander genannt werden. 

Man kann diesem Potential auch noch andere Formen geben, 
in welchen die beiden Integrationen sich direct auf die beiden 
Stromcurven beziehen. 

Wir gehen dazu von folgendem Ausdrucke aus : 

J J r \os ds ' ds 8s ds ds/ 
und wenden auf ihn zweimal die Transfonnationsgleichung (8) an, 
um die beiden Linienintegrale in Flächenintegrale zu verwandeln. 
Zuerst schreiben wir ihn in der Form : 

J "^^JKr 8?"87 + 7ä7"8l + 7 8? 8^;'*'' 
und erhalten daraus gemäss (8): 

rdxf 



J"*JL\8v'8s' ^s^s'/^n'^\bg 



dy 8s' de 8s'/ 8h ^ \de 8s' 8« 8s' 




. rdy' rdaf .^^ , , 
"•'\8^87'~8^87>'^''*'"- 



i'/dnJ 
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Diesem Ausdrucke geben wir nun folgende Form : 

r rr/gl gl \ , /gi gi \ , 

J («oj L\8;8^ön~8y0n/ö7'^ \8^än~8J8n/ 8s' 

8^8n/8s'J^^ 




8a? 

und wenden hierauf abermals die Transformationsgleichung (8) an, 
wodurch wir erhalten: 

r [( ^'7 8^ ^^T dy ^' 7 8ig . ^^ 7 8;r )8a;' 
J ^^J L\dydy'dn dxdy'dn dxde'dn'^dzdis'dnJdn' 

82 Jl 32 i. g2 i \ 

'^^8;8?8^'8w~8y£78n""8p78n'' 8ic8a/8w^ 

L * 88 — 83 — 82 — \ T 

r_9^ r_8^ r_dy. L.^)^| 





d(o\ 



^dxdx'dn dzdx^dn dady'dn ' 8j/8y' 
Dieser Ausdruck lässt sich nun sehr vereinfachen. 

Wir wollen zunächst unsere Aufmerksamkeit nur auf den 

da/ 
Factor von ^-j richten, welchen wir, nachdem wir noch das Glied 
dw 

T VX 

^ , ^ einmal mit positivem und einmal mit negativem Vor- 
zeichen hinzugefügt haben, so schreiben können: 





8^8^v 8w 

1 1 

82 _ 82 -L 

dx j^ ^ ^ j !L ^^ 

dxdx* dn ' dxdy' dn ' 8x8^ 8n/' j 

Nun ist zu bemerken, dass in der Grösse - die Coordinaten rp, w, z, 

T 

a/, y, £/ nur in der Verbindung x — o/, y — y' und — ^ vor- 
kommen, und dass man daher jeden Diflerentialcoefficienten nach 
einer der accentuirten Grössen durch den Differentialcoefficienten 
nach der entsprechenden unaccentuirten Grösse, und umgekehrt, 
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ersetzen kann, wenn man zugleich das Vorzeichen umkehrt, dass 
man also z. B. schreiben kann : 

a» 1 a» — a» — a» — 

und 



dxdaf . dx^ dxdi/ dx'dy 

Demnach kann man dem vorigen Ausdrucke folgende Form geben: 

r. r j 1 )?£ { *" ^ j ü^^j ^ ^^ 

dx^'^Jy^'^^/dn~\dFdxdn'^dx'dydn'^d^ 

Von den beiden Ghedem dieses Ausdruckes ist das erste Null und 
das zweite lässt sich so schreiben : 

r ex . r ay , r dz 

8a/ \dx öw ' ay dn ' a^s* a» 

und dann zusammenziehen in 




dn 



Ebenso lassen sich die Factoren von ^r^ und tt-f iii die entspre- 

on dn ^ 

chenden einfachen Formen 






dn/ dz \dn 

bringen, und das ganze obige Doppelintegral nimmt daher fol- 
gende Gestalt an : 



-UKi 




^ dz 






welche sich noch weiter vereinfacht in 






dndn' 
oder anders geschrieben: 
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-// 



8.i 

7 dcD da'. 



dndn' 

Demnach erhalten wir als Resultat der vorgenommenen Trans- 
formationen die Gleichung: 



J J dndn' 



dndn'^''^'''- 



Wenn wir diese Gleichung auf (20) anwenden, so kommt: 

Nun ist aber femer, wenn man den Winkel zwischen den Strom- 
elementen ds und d^* mit {ss*) bezeichnet, zu setzen: 

, ,. dx daf , dydi/ , de de' 
^ '^ OS OS ' öS OS ' OS ds 
und aus der Gleichung 

r^ = (x — afy + (y - yj + (^ - z'Y 
ergiebt sich: 

8s 8s' ■" \8s 8s' "*" 8s 8s' "^ 8s 8s'y 

und man kann daher die Gleichung (21) auch in folgende Formen 
bringen : 

(21a) Q = - Uvff^^^-^ dsds' 

(21b) Ö = ^Hi'//l|i|^cisds'. 

Setzt man in der letzten Gleichung: 

1 8« (rg) _ 2 8r 8r d^r 

r 8s 8s' ~ r 8s 8s' "*" 8s 8s" 

und bedenkt, dass das Integral des letzten Gliedes für geschlos- 
sene Ströme Null wird, so erhält man : 

(22) Q==^'''ff7rsl?^'''- 

Bezeichnet man femer die Winkel zwischen der in dem Sinne von 
ds' nach ds hin positiv gerechneten Richtung von r und den Rich- 
tungen von ds und ds' mit (rs) und (rs'% so ist 

8^" 8^" 

cos (rs) = ^ und cos (rs*) = — —,y 
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und demgemäss kann man der Gleichung (22) noch folgende 
Form geben: 

(22a) Q=- ^ij. J J co^rs) .^cos jrs') ^^^^ 

Die unter (21), (21a), (21b), (22) und (22a) gegebenen Aus- 
drücke sind es, welche F. Neumann für das magnetische Potential 
zweier geschlossener Ströme auf einander aufgestellt hat. 

Da es für das Folgende zweckmässig ist, in dem Ausdrucke 
des Potentials den Factor, welcher von den Stromintensitäten un- 
abhängig ist, und ausser von der Grösse k nur noch von der Con- 
figuration der beiden Leiter abhängt, kurz bezeichnen zu können, 
wollen wir dafür das Zeichen w einführen, indem wir setzen: 

(23) w = lz y /*i?i^ ds ds\ 

Dann können wir die zur Bestimmung des magnetischen Poten- 
tials dienende Gleichung sehr einfach so schreiben: 

(24) Q = — ii'w. 

Denkt man sich nun, dass der Strom s unter dem Einflüsse 
der ponderomotorischen Kräfte, welche seine Elemente von dem 
Strome s' erleiden, irgend eine Bewegung mache, so wird dabei 
von den ponderomotorischen Kräften eine Arbeit gethan, welche 
sich durch die Abnahme des magnetischen Potentials darstellen 
lässt. Dasselbe gilt auch für den umgekehrten Fall, wo der Strom 
^ sich unter dem Einflüsse der von dem Strome s auf seine Ele- 
mente ausgeübten ponderomotorischen Kräfte bewegt, und ebenso 
für den allgemeineren Fall, wo beide Ströme sich unter dem Ein- 
flasse der gegenseitig auf einander ausgeübten ponderomotorischen 
Kräfte bewegen. Hierbei ist unter Abnahme des Potentials aber 
nur diejenige Abnahme verstanden, welche durch die Lagenände- 
rungen der Leiter verursacht wird, und nicht diejenige, welche 
möglicherweise gleichzeitig durch Aenderung der Stromintensitä- 
ten stattfinden kann. Bezeichnen wir also die von den pondero- 
motorischen Kräften gethane Arbeit mit Ap und den während eines 
Zeitelementes dt stattfindenden Zuwachs dieser Arbeit mit dA^^ so 
dürfen wir nicht allgemein setzen: 

dAp = — dQ, 
sondern haben folgende Gleichung zu bilden : 

(25) dAp z=:ii'dw. 
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§. 7. IHe Induction und das electrodynamische Potential 
zweier geschlossener Ströme auf einander. 

Die Induction ist bekanntiich von F. Neumann sehr vollstän- 
dig behandelt 1); wir wollen uns hier aber auf die Besprechung 
des Falles beschränken, wo beide Leiter geschlossen sind, weil das 
für diesen Fall von Neumann aufgestellte Gesetz als unzweifel- 
haft richtig betrachtet werden kann. 

Wir denken uns also zwei geschlossene Leiter s und s' gege- 
ben, und nehmen an, dass in s' ein Strom von der Stärke i' statt- 
finde. Wenn nun die beiden Leiter, welche wir der Einfachheit 
wegen als starr voraussetzen wollen, sich irgendwie bewegen und 
zugleich die Stromstärke i' sich ändert, so fragt es sich, welche 
electromotorische Kraft dabei in s inducirt wird. Darüber gilt 
nach Neumann folgendes Gesetz: Die im Leiter s inducirte 
electromotorische Kraft ist gleich dem nach der Zeit ge- 
nommenen Differentialcoefficienten des magnetischen 
Potentials des im Leiter s' stattfindenden Stromes i' auf 
einen im Leiter s gedachten Strom von einer gewissen 
Constanten Stärke, welche vorläufig c heissen möge. 

Die hierin vorkommende, vorläufig unbestimmt gelassene Con- 
stante c wird die Inductionsconstante genannt. 

Das magnetische Potential der Ströme i' und c auf einander 
wird nach Gleichung (24) durch — ci'w dargestellt. Demnach 
lässt sich, wenn die in s inducirte electromotorische Kraft mit E 
bezeichnet wird, folgende Gleichung bilden: 

(26) E = -c^^. 

at 

Findet in dem Leiter s, für welchen vorher nur ein gedachter 
Strom von gegebener Stärke c in Betracht kam , auch ein wirk- 
licher Strom von irgend einer Stärke i statt, die mit der Zeit ver- 
änderlich sein kann, so wird auch in dem Leiter s' eine electro- 
motorische Kraft inducirt, welche mit E' bezeichnet werden möge, 
und für welche folgende, der vorigen entsprechende Gleichung gilt: 

d{iw) 



(27) E' = — c 



dt 



^) Abhandlungen der Berliner Academie 1845 und 1847. 
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Nachdem die inducirte electromotorische Kraft bestimmt ist, 
kann auch die von dieser Kraft während des Zeitelementes dt ge- 
thane Arbeit leicht ausgedrückt werden. Man braucht dazu nur 
die inducirte electromotorische Kraft mit der Intensität des in dem 
betreffenden Leiter stattfindenden Stromes und mit dem Zeit- 
elemente zu multipliciren, also für den Leiter s das Product Ei dt 
und für den Leiter s* das Product E'V dt zu bilden, in welche 
Producte man dann für E und E* ihre Werthe einsetzen kann. 
Man erhält daher, wenn man die in beiden Leitern zusammen von 
den electromotorischen Kräften während der Zeit dt gethane Ar- 
beit mit dA, bezeichnet, die Gleichung: 

1 A ' d(i'w) ,. ., d(iw) ,. 

dA^ r=z — tc \^ ^ dt — t*c \. dt 

dt dt 

oder einfacher geschrieben : 

(28) d^ = — c [id(Vw) + i'd(iw)]. 

Dem hier in der eckigen Klammer stehenden Ausdrucke kann 
man auch eine solche Form geben, dass eines seiner Glieder ein 
vollständiges Differential ist, nämlich: 

(29) dJ, = — c [d(ii'w) + ii'dw]. 

Diese von den electromotorischen Kräften gethane Arbeit 
möge nun noch mit der oben in (25) bestimmten , von den ponde- 
romotorischen Kräften gethanen Arbeit in eine Sunmie vereinigt 
werden. Wir wollen dabei für die Gesammtarbeit das einfache 
Zeichen A einführen, so dass wir setzen können : 

dÄp -J- dÄe = dA^ 
dann kommt: » 

dA = iV dw — c[d(ii* w) -{- iV dw;], 

oder anders geordnet : 

(30) d^ = — cd(ii'w) + (1 ~ c) ii'dw. 

Nehmen wir nun an, dass für electrische Ströme und die von 
ihnen gethane Arbeit das Princip von der Erhaltung der Energie 
gelte, so muss sich die von den ponderomotorischen und electro- 
motorischen Kräften zusammen während des Zeitelementes ge- 
thane Arbeit durch das Differential irgend einer Grösse darstellen 
lassen, welche nur von dem augenblicklichen Zustande der Ströme, 
also von ihren Lagen und Intensitäten abhängt. Wir wollen, in 
Uebereinstimmung mit dem in der Electrostatik und beim Magne- 
tismus angewandten Verfahren, diejenige Grösse, deren negatives 

Clanaias, mech. Wlkrmetheorie. IL jg 
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DiflFerential die Arbeit darstellt, zur besonderen Benennung und 
Bezeichnung auswählen. Diese Grösse möge das electrodyna- 
mische Potential der beiden Ströme auf einander genannt und 
durch das Zeichen TT dargestellt werden, so dass zu setzen ist: 

(31) dÄ = — dW. 

Halten wir diese Gleichung mit der Gleichung (30) zusammen, so 
sehen wir, dass an der rechten Seite der letzteren das zweite Glied, 
nämlich (1 — c) iV dw, welches kein vollständiges Differential ist, 
verschwinden muss, woraus folgt, dass die Inductionsconstante c 
in unseren Gleichungen, in welchen zur Messung der Strominten- 
sitäten das mechanische Maass angewandt ist, den Werth 1 ha- 
ben muss. Das dann an der rechten Seite von (30) allein übrig 
bleibende erste Glied muss mit — dW übereinstimmen, und wir 
erhalten daher zur Bestimmung des electrodynamischen Potentials 
der beiden Ströme auf einander die Gleichung : 

(32) W=ii'w. 

Das electrodynamische Potential der beiden Ströme auf einander 
ist also dem oben mit Q bezeichneten und durch die Gleichung (24) 
bestimmten magnetischen Potential der beiden Ströme aufein- 
ander dem absoluten Werthe nach gleich, aber dem Vorzeichen 
nach entgegengesetzt. 
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Ableitung eines neuen eleotrodynamischen 

Orundgesetzes. 

§. 1. Verallgemeinerung des electrischen Kraftgesetzes 
und Ansichten über die strömende Electricität. 

Die im vorigen Abschnitte besprochenen ponderomotorischen 
und electromotorischen Kräfte sind von der Bewegung der Elec- 
tricität abhängig, und man muss daher schliessen, dass bewegte 
Electricitätstheilchen anders auf einander wirken, als ruhende. Es 
entsteht nun die Frage, ob sich für die Kräfte, welche zwei be- 
wegte Electricitätstheilchen auf einander ausüben, ein allgemeines 
Gesetz aufstellen lässt, welches alle electrostatischen und electro- 
dynamischen Wirkungen erklärt, und keiner bekannten Erschei- 
nung widerspricht. 

Der erste, welcher die electrischen Wirkungen von diesem all- 
gemeinen Gesichtspuncte aus betrachtet hat, ist W. Weber ge- 
wesen, welcher bekanntlich für die Kräfte, welche zwei bewegte 
Electricitätstheilchen auf einander ausüben, ein Grundgesetz auf- 
gestellt hat, welches zur Erklärung aller electrischen Wirkungen 
ausreichen soll. Seien nämlich e und e! die beiden in Puncten 
concentrirt gedachten Electricitätstheilchen, und r ihr gegenseiti- 
ger Abstand zur Zeit f , so bestehen die von den Theilchen auf ein- 
ander ausgeübte Kräfte nach Weber in einer gegenseitigen Ab- 
stossung von der Stärke 

10* 
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e^ r 1 /dry ^ dVl 

worin c eine Constante bedeutet. 

Bei der Ableitung dieser Formel ist Weber von der Vor- 
stellung ausgegangen, dass bei einem galvanischen Strome in je- 
dem Leiterelemente gleiche Mengen positiver und negativer Elec- 
tricität sich mit gleichen Geschwindigkeiten nach entgegengesetz- 
ten Seiten bewegen. Diese Vorstellung ist eine so compUcirte, 
dass schon viele Physiker daran Anstoss genommen haben. So 
lange nicht zwingende Gründe für die Annahme einer solchen 
Doppelbewegung vorliegen , darf man die einfachere Vorstellung, 
dass ein Strom aus der Bewegung nur Eines Fluidums bestehe, 
nicht aufgeben, sondern muss versuchen, aus ihr die Wirkungen 
des galvanischen Stromes zu erklären. 

Der letztgenannten , schon lange und oft zum Ausdruck ge- 
langten Vorstellung hat neuerdings besonders Carl Neumann 
eine bestimmtere Form gegeben i), indem er dabei sagt, dass 
seine Ueberlegungen vollständig mit denen übereinstimmen, welche 
Biemann schon im Jahre 1854 in der einunddreissigsten Natur- 
forscherversammlung ausgesprochen habe. Neumann nimmt 
nämlich an, ein metallischer Leiter enthalte zwar in jedem Raum- 
theilchen positive und negative Electricität, aber nur die er- 
stere sei in der Weise beweglich, dass sie im Leiter strömen 
könne, während die letztere unlöslich mit den ponderablen Ato- 
men verbunden sei. 

üeber den Punct, ob es überhaupt nöthig ist, neben der be- 
weglichen positiven Electricität noch eine an den ponderablen Ato- 
men haftende negative Electricität anzunehmen , oder ob sich die 
dieser Electricität zugeschriebenen Kräfte auch auf andere Weise 
erklären lassen, können vielleicht noch verschiedene Ansichten gel- 
tend gemacht werden. Indessen bei der mathematischen Behand- 
lung der Sache kann man , da die Kräfte so stattfinden , wie sie 
von solcher den Atomen anhaftenden negativen Electricität aus- 
geübt werden würden, jedenfalls die letztere als vorhanden vor- 
aussetzen , ohne dadurch schon eine feste Entscheidung über ihre 
wirkliche Existenz zu treflFen. In diesem Sinne werde ich jene Vor- 



1) Berichte der k. Bächsischen Gesellschaft der Wiss. Math.-phys. Claese, 
1871, S. 394 und 417. 
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stellungsweise so, wie sie von Neumann formulirt ist, den nach- 
stehenden Betrachtungen zu Grunde legen. 



§. 2. Unvereinbarkeit des Weber'schen Grundgesetzes 
mit der Vorstellung von nur Einer im festen Leiter 
beweglichen Electricität 

Es möge nun zunächst die Frage gestellt werden, ob das 
Weber'sche Grundgesetz mit jener Ansicht, dass nur Eine Elec- 
tricität im festen Leiter strömen könne , vereinbar ist. Dazu wol- 
len wir als Kriterium den Erfahrungssatz wählen, dass ein in 
einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und 
constanter galvanischer Strom auf ruhende Electricität 
keine bewegende Kraft ausübt, und wollen untersuchen, ob 
das Weber'sche Grundgesetz auch dann noch zu diesem Satze 
führt, wenn man nur Eine der beiden Electricitäten als beweglich 
betrachtet 

Im Puncto x^ y, z denken wir uns irgend eine Electricitäts- 
raenge, z. B. eine Einheit positiver Electricität, und im Puncto 
a/, y\ £ ein Element ds* eines galvanischen Stromes befindlich. 
Die im letzteren sich bewegende positive Electricität heisse V ds'. 
Diese übt nach Weber auf die ruhende Electricitätseinheit eine 
Abstossung aus, welche durch 

Vds' 



^' Fl — i (^ -4- 1 !^1 



dargestellt wird, wobei natürlich ein negativer Werth des Aus- 
druckes Anziehung bedeutet. Hierin können wir im vorliegenden 
Falle, wo die Grösse r sich nur durch die Bewegung der im Leiter- 
elemente ds' befindlichen Electricität ändert, setzen: 

dr 8r ds* 

dt ~ds'~dt' 

dt^ ~ ds"" \dt) + ds' dt^' 

und in dieser letzteren Formel haben wir, wenn wir den Leiter 
des Stromes als durchweg gleich voraussetzen, so dass A' in allen 
seinen Theilen einen und denselben Werth hat, für einen constan- 
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ten Strom -^j^ = zu setzen. Dadurch geht der Ausdruck für 
die Abstossung über in: 

Vds' 



r2 



i'+.M-(i5)'+-i:Ä](rO'i 



Nimmt man nun zunächst mit Weber an, dass in dem Leiter- 
elemente äs* auch eine eben so grosse Menge negativer Electri- 
cität sich mit gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetzter 
Richtung bewege, so muss man, um die Abstossung, welche diese 
auf die ruhende Electricitätseinheit ausüben würde, zu erhalten, 
dem vorigen Ausdrucke im Ganzen das negative Vorzeichen geben, 

ds' 
und ausserdem das Vorzeichen des Differentialcoefiicienten ^-r um- 

dt 

kehren. Da aber dieser Differentialcoefficient nur quadratisch vor- 
kommt, so bringt die ümkehrung seines Vorzeichens keine Aende- 
rung in dem Ausdrucke hervor. Die von der negativen Electricität 
ausgeübte Kraft würde also der von der positiven ausgeübten 
gleich und entgegengesetzt sein, so dass beide sich aufheben , und 
das Stromelement gar keine Kraft auf die ruhende Electricitäts- 
einheit ausüben würde. Es ergiebt sich also, dass das Weber'sche 
Grundgesetz, wenn es mit der Weber'schen Vorstellung von der 
doppelten Electricitätsbewegung in Verbindung gebracht wird, mit 
dem obigen Erfahrungssatze übereinstimmt, indem nicht nur für 
einen geschlossenen Strom, sondern auch für jedes einzelne Ele- 
ment desselben die Kraft Null wird. 

Nun wollen wir aber die andere Annahme machen, dass die 
in dem Leiterelemente befindliche negative Electricität nicht 
ströme , sondern fest mit den ponderablen Atomen verbunden sei. 
Dann wird die Kraft, welche diese auf die ruhende Electricitäts- 
einheit ausübt, durch die aus der Electrostatik bekannte einfache 

W ds* 
Formel — — — dargestellt. Demnach heben sich in diesem Falle 

die beiden Kräfte nicht vollständig auf, sondern es bleibt eine 
durch die Formel 

W ds' r_ (dry 8^1 (d^\^ 

c^r^ L \dsO "^ ds'^\ \dt) 

dargestellte Abstossung übrig. 
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Die in die a;-Richtung fallende Componente dieser Kraft er- 
hält man durch Multiplication mit , und es ergiebt sich da- 

T 

her, wenn man diese Componente mit ^-j ds' bezeichnet, folgende 
Gleichung: 

Diese Gleichung muss nach ^ über den ganzen geschlossenen 
Strom integrirt werden, um die Grösse 3E, nämlich die in die a:-Rich- 
tuDg fallende Componente der Kraft, welche der ganze Strom auf 
die ruhende Electricitätseinheit ausübt, zu erhalten. 

Dazu wollen wir mit dem auf der rechten Seite stehenden 
Ausdrucke noch einige Umformungen vornehmen. Man kann 
setzen : 

x-^ ^dVr ^ 1 r /8rV . ^ d^rl . 8^Vr 



r^M 






Dadurch geht die Gleichung (1) über in : 

Hierin kann man veiter setzen : 

8Vr g'Vr _ d_ / dVr aVr \ _ dVr_ d'Vr 
dx ds'^ ~d^\dx ds' ) ds' ds'dx 

~ ds' \dx ds' ) 2 dx [V ds' ) J' 
wodurch (2) übergeht in: 

,„ dH, , 8h'/ds'Yi d /dVr dVr\ 1 d [ßVrYW 

Wenn mau diese Gleichung über einen geschlossenen Strom 
integrirt, so giebt das erste innerhalb der Klammer befindliche 
Glied, welches ein DiflFerentialcoefScient nach s' ist, den Werth 
Null. Das zweite Glied , welches ein Diflferentialcoefficient nach x 
ist, kann, da die Veränderliche x von der Veränderlichen s* unab- 
hängig ist, unter dem Differentiationszeichen integrirt werden, 
und es kommt: 
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Ganz entsprechende Ausdrücke ergeben sich auch für die in die 
y- und £r-Richtung fallenden Componenten der Kraft. 

Man sieht sofort, dass das hierin vorkommende Integral nicht 
Null ist, und dass auch seine DifFerentialcoefficienten nach j:, y 
und jgf im Allgemeinen nicht Null sein werden. Demnach müsste 
ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und 
constanter Strom auf ruhende Electricität eine Kraft ausüben, und 
zwar eine Kraft, welche ein Ergal hätte, da ihre in die Coordi- 
natenrichtungen fallenden Componenten, der obigen Gleichung 
nach, durch die negativen Differentialcoefficienten einer von den 
Coordinaten der betreffenden ruhenden Electricitätseinheit abhän- 
genden Grösse dargestellt würden. Der galvanische Strom müsste 
also, ähnlich wie ein mit einem üeberschuss von positiver oder 
negativer Electricität geladener Körper, in jedem in seiner Nähe 
befindlichen leitenden Körper eine veränderte Vertheilung der 
Electricität hervorrufen i). Auch für einen Magneten würde man, 
wenn man den Magnetismus durch moleculare electrische Ströme 
erklärt, ähnliche Wirkungen auf die ihn umgebenden leitenden 
Körper erhalten. 

Solche Wirkungen sind aber, trotz der vielen Gelegenheit, die 
man dazu gehabt haben würde, nie beobachtet worden, und man 
wird daher den obigen Satz, welcher ausdrückt, dass sie nicht statt- 
finden, gewiss allgemein als feststehenden Erfahrungssatz anerken- 
nen, woraus dann , da das in der Gleichung (4) ausgedrückte Re- 
sultat diesem Satze widerspricht, der Schluss folgt, dass das We- 
ber'sche Grundgesetz mit der Ansicht, dass bei einem in 
einem festen Leiter stattfindenden galvanischen Strome 
nur die positive Electricität sich bewegt, unvereinbar ist. 

§.3. Betrachtung eines vonBiemann aufgestellten Kraft- 
gesetzes unter dem obigen Gesichspuncte. 

In neuester Zeit, nachdem ich meine erste Mittheilung über 
das von mir aufgestellte Grundgesetz schon veröffentlicht hatte, 



^) Derselbe Schluss ist auch schon i. J. 1873 von Riecke gezogen 
(Gott. Nachr. 5. Juli 1873), was mir, als ich dieses schrieb, unbekannt 
war, worauf ich aber, noch während es in Borchardt's Journal gedruckt 
wurde, durch den damals eben erschienenen neuesten Aufsatz von Riecke 
(Gott. Nachr. 28. Juni 1876), in welchem jener ältere citirt war, aufmerk- 
sam gemacht wurde. 
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ist ein Werk erschienen i), in welchem ein anderes, Ton Riemann 
in seinen Vorlesungen mitgetheiltes electrodynamisches Kraftgesetz 
angeiiihrt wird, und es wird daher zweckmässig sein, im An- 
schlüsse an das Vorige auch dieses Gesetz unter demselben 6e- 
sichtspnncte zu betrachten, d. h. zu untersuchen, ob es mit der 
Ansicht von nur Einer im festen Leiter beweglichen Electricität 
vereinbar ist. 

Seien, wie oben, e und c' zwei in Puncten concentrirt gedachte 
Electricitätstheilchen , rr, y, z und af^ y, ^ ihre rechtwinkligen 
Coordinaten zur Zeit t^ so gilt für die in die a:-Richtung fallende 
Componente der Kraft, welche e von c' erleidet, nach Riemann 
(S. 327) folgende Gleichung: 

/M Y _ ^^' ^^ I ^«' \r\dtdt )] 

^- ' ^ — 7^ ö5^ + "^ Tt 

"^ c» r^öxV^dt dt) '^\dt dt) '^\dt dt)y 

und entsprechende Gleichungen sind für die beiden anderen Coor- 
dinatenrichtungen zu bilden. 

Diese Gleichung wollen wir nun wieder dazu anwenden, die 
Kraft zu bestimmen, welche ein geschlossener galvanischer Strom 
auf eine ruhende Electricitätseinheit ausübt. Wir setzen daher : 

, , da; dy dz ^ 

Femer ersetzen wir, um zunächst die Kraft zu bestimmen, welche 
von der im Leiterelemente ds' sich bewegenden positiven Electri- 
cität ausgeübt wird, e! durch das Product Ä'ds'. Dann geht der 
vorige Ausdruck über in: 



h'ds' 



: <|» 



1 dr 1 \r dt) 



r» ^x c dt 

+^^K[(^)' + (f)'+(^0]|- 

Hierin kann das letzte Glied dadurch vereinfacht werden, dass die 
in der eckigen Klammer stehende Summe durch (-77-) ersetzt 

*) Schwere, Electricität und Magnetismus. Nach den Vorlesungen von 
Bernhard Riemann bearbeitet von Karl Hatten dor ff, Hannover 1876. 
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wird, und das zweite Glied möge so umgeändert werden, dass rc' 
und r als Functionen von s' und die Grösse s' als Function von t 

behandelt und dabei, weil der Strom constant ist, -^rj = gesetzt 

wird. Dann kommt: 

r ?){! ^\ 

^ ^^ Lr2 dx c2 ds' \dt) "^ c^ r« dx \dt) - 

Gehen wir nun zunächst wieder von der Voraussetzung aus, 
dass in dem Leiterelemente ds* eine gleich grosse Menge negati- 
ver Electricität mit gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetz- 
ter Richtung ströme, so haben wir, um die a:-Componente der von 
dieser Electricitätsmenge auf die ruhende Electricitätseinheit aus- 
geübten Kraft darzustellen, denselben Ausdruck, wie vorher, nur 
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu bilden. Beide Kräfte heben 
sich somit auf, und es ist daher unter der Voraussetzung zweier in 
gleicher Weise im Leiter beweglicher Electricitäten auch das Rie- 
m an n' sehe Kfaftgesetz mit unserem Erfahrungssatze im Einklänge. 

Machen wir dagegen die Voraussetzung, dass die im Leiter- 
elemente ds' befindliche negative Electricität in Ruhe sei, so ha- 
ben wir die ir-Componente der von ihr auf die ruhende Electrici- 
tätseinheit ausgeübten Kraft durch 

— h' ds* — ^- 
r2 dx 

darzustellen, und wir erhalten daher, wenn wir die a;-Componente 
der Kraft, mit welcher das Stromelement ds* auf die ruhende Elec- 

dli 

tricitätseinheit wirkt, wieder mit -=— , ds' bezeichnen, die Gleichung: 

ds 




(6) 

Denken wir uns diese Gleichung über einen geschlossenen Strom 
integrirt, so giebt das erste Glied Null, und es kommt : 

¥ — ^ /^y r}_dr , 
^~ c^\dt) J r^dx ^^^' 

oder anders geschrieben: 



<') ^=-1 m u 



dl 
r 
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Entsprechende Gleichungen erhält man natürlich auch für die in 
die beiden anderen Goordinatenrichtungen fallenden Kraftcompo- 
nenten. 

Das hierin vorkommende Integral ist nicht Null und auch 
seine Differentialcoefficienten sind es im Allgemeinen nicht. Wir 
erhalten also auch aus dem Riemann' sehen Gesetze dasselbe Re- 
sultat, wie aus dem Web er 'sehen, dass ein geschlossener galvani- 
scher Strom, und ebenso auch ein Magnet, auf jeden in seiner 
Nähe befindlichen leitenden Körper eine der electrostatischen In- 
Üuenz ähnliche Wirkung ausüben müsste. Da dieses unserem Er- 
iahruügssatze mderspricht , so können wir auch von dem Rie- 
mann'schen Gesetze sagen, dass es mit der Vorstellung von 
nur Einer im festen Leiter beweglichen Electricität 
nicht vereinbar ist 



§. 4. Zulässigkeit gewisser Vorbedingungen bei der 

Bestimmung der Kräfte. 

Wenn wir nun versuchen wollen, ein anderes Grundgesetz auf- 
zufinden, welches von dem vorstehend erwähnten Widerspruche 
mit der Erfahrung frei ist, so müssen wir uns zunächst darüber 
klar werden, ob und in wie weit es zulässig ist, in Bezug auf die 
Richtung und Grösse der Kräfte gewisse Vorbedingungen zu stellen. 

Weber hat es als selbstverständlich betrachtet, dass die 
Kräfte, welche zwei in Puncten concentrirt gedachte Electricitäts- 
theilchen auf einander ausüben, nur in gegenseitigen Anziehungen 
oder Abstossungen bestehen können , dass sie also gleich und ent- 
gegengesetzt sein und ihrer Richtung nach in die Verbindungs- 
linie der beiden Puncte fallen müssen. In dieser Beziehung muss 
ich aber auf das zurückkommen, was schon in §. 1 des vorigen 
Abschnittes über die von zwei Stromelementen auf einander aus- 
geübten Kräfte gesagt wurde. 

Wenn Newton die Kräfte, welche zwei materielle Puncte un- 
abhängig von ihrer etwaigen Bewegung auf einander ausüben, 
ohne weiteres als eine gegenseitige Anziehung betrachtet, und wenn 
man ebenso von den Kräften, welche zwei ruhende Electricitäts- 
theilchen aufeinander ausüben, ohne weiteres annimmt, dass sie 
nur in gegenseitiger Anziehung oder Abstossung bestehen können, 
so ist das vollkommen berechtigt, denn zwei ruhenden Puncten 
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kann man gar keine Kraft zuschreiben , welche von der Verbin- 
dungslinie seithch abwiche, da kein Umstand vorhanden ist, durch 
welchen Eine seitliche Richtung vor den übrigen ausgezeichnet 
wäre. Bei derjenigen Kraft dagegen, welche zwei Electricitäts- 
theilchen wegen ihrer Bewegungen auf einander ausüben, verhält 
es sich ganz anders. In diesem Falle giebt es in der That ausser 
der Verbindungslinie der Theilchen noch andere ausgezeichnete 
Richtungen , nämlich die beiden Bewegungsrichtungen der Theil- 
chen, und es ist sehr wohl denkbar, dass diese einen Einfluss auf 
die Kraftrichtungen haben. Hätte Newton ein Gesetz für solche 
Kräfte , die durch die Bewegungen der Puncte verursacht werden, 
aufzustellen gehabt, so würde er bei der Vorsicht, mit welcher er 
ungerechtfertigte Hypothesen vermied , wohl nicht im Voraus an- 
genommen haben , dass diese Kräfte eine bestimmte von den Be- 
wegungsrichtungen der Puncte unabhängige Richtung haben 
müssten. 

Ich kann daher die in dieser Beziehung stattfindende Ein- 
fachheit des Weber'schen Kraftgesetzes nicht als einen Vorzug 
desselben anerkennen, da es eine Einfachheit ist, die nicht der Na- 
tur der Sache entspricht, sondern durch eine der Sache fremde 
Voraussetzung willkürlich hineingebracht ist. 

Riemann hat sich auch in der That bei der Aufstellung sei- 
nes Kraftgesetzes an die Bedingung , dass die Kraftrichtungen in 
die Verbindungslinie der beiden Puncte fallen müssen, nicht ge- 
bunden. Dagegen hat er an der anderen Bedingung, dass die bei- 
den von den Puncten auf einander ausgeübten Kräfte gleich und 
entgegengesetzt sein müssen , noch festgehalten. Dadurch hat er 
erreicht, dass die beiden Kräfte, wenn man sie sich an einen ge- 
meinsamen Angriffispunct verlegt denkt, als Resultante Null ge- 
ben, was mit dem Verhalten der sonst gewöhnlich betrachteten 
Kräfte, die von der Bewegung unabhängig sind, übereinstimmt. 
Ich glaube aber, dass damit nicht viel gewonnen ist, denn, wenn 
die beiden Kräfte auch nicht eine nach einer bestimmten Rich- 
tung gehende Resultante geben, so geben sie doch ein Drehungs- 
moment, worin eine wesentliche Abweichung von dem Verhalten 
der von def Bewegung unabhängigen Kräfte liegt. Wenn nun 
aber einmal in Einer Beziehung eine solche wesentliche Abwei- 
chung als möglich zugegeben ist, so liegt meiner Ansicht nach auch 
kein Grund mehr vor, in einer anderen Beziehung die entspre- 
chende Abweichung für unmöglich zu erklären. 
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Wir wollen daher im Folgenden über die Richtung und Grösse 
der Kräfte, welche zwei bewegte Electricitätstheilchen auf einander 
ausüben, im Voraus gar keine Annahme macheu, sondern nur ver- 
suchen, durch eine auf der Grundlage von Erfahrungssätzen aus- 
zuführende Entwickelung zur Bestimmung der Kräfte zu gelangen. 



§. 5. Ausdrücke der Kraftcomponenten für ein specielles 

Coordinaten System. 

Gemäss der Annahme, dass die Kraft von der gegenseitigen 
Lage der Theilchen und von ihren durch die Geschwindigkeits- 
componenten und Beschleunigungscomponenten bestinmiten Be- 
wegungszuständen abhänge, bilden wir für jede der drei in die 
Coordinatenrichtungen • fallenden Componenten der Kraft einen 
allgemeinen Ausdruck , welcher von den relativen Coordinaten des 
einen Theilchens zum anderen, und von den nach der Zeit genom- 
menen Differentialcoefäcienten erster und zweiter Ordnung der 
Coordinaten beider Theilchen abhängt. In diesen Ausdruck neh- 
men wir vorläufig alle möglichen Glieder bis zur zweiten Ordnung 
auf, wobei unter Gliedern zweiter Ordnung alle Glieder von sol- 
chen Formen verstanden werden, wie sie durch zweimalige Diffe- 
rentiation nach t entstehen können, die also entweder einen Diffe- 
rentialcoefficienten zweiter Ordnung oder zwei Differentialcoeffi- 
cienten erster Ordnung als Factoren haben. 

Es möge nun zunächst ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
von specieller Lage eingeführt werden. Die eine Coordinatenaxe 
soll nämlich durch die beiden Puncto gehen , in welchen die bei- 
den Electricitätstheilchen sich zur Zeit t gerade befinden, und zwar 
möge die Richtung von e' nach e als die positive angenommen 
werden. Die auf dieser Axe gemessenen Coordinaten der beiden 
Theilchen mögen l und V sein. Die beiden anderen (]oordinaten- 
axen können irgend welche auf der ersten und unter einander 
senkrechte Richtungen haben. Wenn dann die auf diesen Axen 
gemessenen Coordinaten der beiden Theilchen allgemein mit m, n 
und m', n! bezeichnet werden, so ist zur Zeit t zu setzen: 

m = n = w' = n' = 0. 

Demnach sind auch die auf diese beiden Richtungen bezüglichen 
relativen Coordinaten m — w' und n — w' zur Zeit t gleich Null, 
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und nur die auf die erste Richtung bezügliche relative Coordinate 
l — r hat einen angebbaren Werth, welcher gleich der Entfernung 
der beiden Theilchen von einander ist und daher , der obigen Be- 
zeichnungsweise entsprechend, durch r dargestellt werden kann. 
Daraus folgt, dass bei Anwendung dieses Coordinatensystems die 
Functionen der relativen Coordinaten , welche in den Ausdrücken 
der Kraftcomponenten vorkommen, nur Functionen von r sein kön- 
nen. Auch in anderer Beziehung bietet dieses Coordinatensystem 
noch Gelegenheit zu Vereinfachungen dar, indem aus dem Verhal- 
ten der in den Gliedern vorkommenden DifiFerentialcoefficienten 
unmittelbar ersichtlich ist, dass gewisse Glieder auf die betreffende 
iraftcomponente keinen Einfiuss haben können, und gewisse Paare 
von Gliedern einen gleichen Einfluss haben müssen. 

Als erste zu untersuchende Kraftcomponente wählen wir die 
in die Z-Richtung fallende aus. Indem wir diese mit Lee' bezeich- 
nen, bilden wir den die Grösse L bestimmenden Ausdruck. 

Dieser Ausdruck muss zunächst ein Glied enthalten, welches 
von den Bewegungen der Theilchen unabhängig ist, und die elec- 
trostatische Kraft darstellt. Dieses Glied ist vollkommen bekannt 

und lautet -r- 
r2 

Von den anderen GUedem betrachten wir zuerst diejenigen, 
welche nur DifiFerentialcoefficienten der Coordinaten des Theil- 
chens e enthalten. 

Die Glieder, welche nur Einen DifiFerentialcoefficienten erster 
Oiidnung enthalten, lauten allgemein : 

. dZ f dm .f, dn 
dV "^ 'dt' ^ dt' 

worin A^ Ä und Ä* Functionen von r bedeuten; aber in Bezug 
auf die beiden letzten lässt sich sofort ein Schluss der oben ange- 
deuteten Art ziehen. Das Glied Ä -7— ändert nämlich mit -rr 

dt dt 

sein Vorzeichen. Nun verhält sich aber für einen in der Z-Axe 
liegenden Punct die negative Seite der m- Richtung ebenso zur 
Z-Richtung, wie die positive Seite, und es ist daher in unserem 
Falle, wo beide Puncto in der ?-Axe liegen, kein Grund abzu- 
sehen, weshalb eine Bewegung nach der einen Seite eine andere 
Kraft in der Z- Richtung zur Folge haben sollte, als eine Bewegung 
nach der anderen Seite. Demnach muss dieses Glied aus dem Aus- 
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drucke verschwincien , d. h. es muss Ä -= Q sein. Ebenso kann 
man auch schliessen, dass Ä' = sein muss. Es bleibt also von 

den obigen drei Gliedern nur A jr übrig. 

Dasselbe gilt von den drei Gliedern 

von denen die beiden letzten ebenfalls verschwinden müssen, so 
dass nur das erste übrig bleibt. 

Was endlich die Glieder anbetrifft, welche zwei gleiche oder 
verschiedene DiflFerentialcoefficienten erster Ordnung als Factoren 
haben, in welchen also eines der folgenden Quadrate und Producte 
vorkommt : 

(diy /dtny /dn\^ dl^ dm dl dn dm dn 
dt)' Kdf)' \dt)' diW dt dt' dt dt' 

so lässt sich auf die Glieder mit den zuletzt erwähnten Producten 
dasselbe anwenden, was vorher gesagt wurde. Diese Producte 

ändern nämlich ihr Vorzeichen mit -7— und -m während doch 

dt dt 

sowohl bei der m-Richtung als auch bei der n-Richtung die nega- 
tive Seite sich zu den beiden anderen Axen gerade so verhält, wie 
die positive Seite. Glieder mit diesen Producten können also in 
dem Ausdrucke nicht vorkommen. Da femer die w- und n-Bich- 
tung sich zur Z-Axe geometrisch gleich verhalten, so müssen die 

Quadrate (-ti-) und (^ ) gleiche Coefficienten haben. Die be- 
treffenden Glieder bilden also eine Summe von der Form : 



'■■ m + -. my + m'] 



Dieser Summe wollen wir folgende etwas abgeänderte Gestalt 
geben : 



^2 



(M)' + ^ [O' + m + im 



worin Ai an die Stelle der Differenz A'^ — A^ gesetzt ist. Nun 
ist aber, wenn v die Geschwindigkeit des Theilchens e bedeutet: 



\di) +Kdi) +U) =^'' 
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und die vorige Summe lässt sich daher einfacher so schreiben: 

Fassen wir nun alle Glieder, welche nur DiflFerentialcoefficien- 
ten der Coordinaten des Theilchens e enthalten, zusammen und 
bezeichnen die Summe dieser Glieder mit Li, so kommt: 

(8) A = ^^+^.g4-^.(|y + ^3«^ 

Ganz entsprechend können wir, wenn wir die Summe der Glie- 
der, welche nur Differentialcoefticienten der Coordinaten des Theil- 
chens e* enthalten, mit L^ bezeichnen, schreiben: 

(9) Z, = ^,f + ^g + A(f)VA.-. 

Nun bleiben noch die Glieder zu betrachten , welche ein Pro- 
duct aus Diflferentialcoefficienten der Coordinaten beider TheilchcD, 
also eines der folgenden Producte enthalten: 

dl dV dm dwl dn dn' 
dt 'dt' 'dt 'df' diW 

dl dm' dV dm dl dn! dV dn dm dW dm' dn 
dilt' dt W diW 'dt dt' li W IT 'dt' 

Bei den sechs letzten Producten kann man wieder aus dem 

TT . , j • -x dm dm* dn dn' ., ^r . , .. i 
Umstände, dass sie mit -rr, -rri ^r» -^r ihr Vorzeichen andern, 

dt dt dt dt 

ganz in der obigen Weise schliessen, dass Glieder mit diesen Pro- 
ducten in dem Ausdrucke der Kraftcomponente nicht vorkommen 
können. Auf das zweite und dritte Product aber ist dieser Schlus8 
nicht anwendbar, obwohl die Aenderung des Vorzeichens auch bei 

ihnen vorkommt. Wenn nämlich der Diflferentialcoefficient —tt sein 

dt 

Vorzeichen ändert, also das Theilchen e seine in der m-ßichtung 
stattfindende Bewegung umkehrt, so verhält sich die jetzige Bewe- 
gung zwar zur Z-Richtung ebenso, wie die frühere, aber zu der 

dm! 
durch -jr- ausgedrückten nach der 9n- Richtung gehenden Bewe- 
gung des Theilchens e* verhält sie sich anders. Wenn sie früher 
mit ihr nach gleicher Seite ging , so geht sie jetzt nach entgegen- 
gesetzter Seite, und umgekehrt Die Coefficienten dieser beiden 
Producte brauchen also nicht Null zu werden, aber sie müssen 
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unter einander gleich sein, weil die m- und n- Richtung sich zur 
2-Axe geometrisch gleich verhalten. 

Es ergiebt sich also, indem wir die Summe der Glieder, welche 
Differentialcoefdcienten der Coordinaten beider Theilchen enthal- 
ten, mit L3 bezeichnen, folgende Gleichung : 

j äI dl dV ^^ j /dm dm' ^^ dn dn'\ 

^^ — "^^ dt dt '^ "^^ Vdf nr '^ dt wj' 

Diese Gleichung wollen wir in ähnlicher Weise, wie es weiter oben 
mit einem anderen Ausdrucke geschehen ist, umgestalten. Wir 
schreiben zunächst: 

^ " * 57 dF ■+" ^ \d? d? "^ dT W + dF dT/' 

worin Jg ^^ die Stelle der DiflFerenz A% — A^ gesetzt ist. Nun ist 
aber, wenn s den Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen der 
beiden Theilchen e und e' bedeutet: 

dl dl' _. dm dm' _. dn dn' , 

didt'^'dt'dr'^dtW — ''''^^^'' 

und die vorige Gleichung lässt sich daher so schreiben : 

(10) L^ = As jT -j- -{- A^vt/ cos €. 

Nachdem wir vorstehend die einzelnen Gruppen der in L ent- 
haltenen Glieder näher bestimmt haben, erhalten wir aus ihnen 
die ganze Grösse L durch Bildung folgender Gleichung: 

(11) L = i + A + i, + L,. 

In ganz entsprechender Weise können wir nun auch die in 
die m- und n- Richtung fallenden Kraftcomponenten, welche mit 
Meef und Nee' bezeichnet werden mögen, behandeln; es wird 
aber nicht nöthig sein, auch diese Behandlung hier vollständig 
durchzuführen, sondern es wird geniigen, die zur Bestimmung von 
M und N dienenden Systeme von Gleichungen einfach hinzuschrei- 
ben. £s sind die folgenden: 



,, ^ dm , T^ d^m , y. dl dm 
,, ^ dm' , T^ d^m' . ^ dV dm' 

OlausiuB, mech. W&rmetheorie. II. ^Q 



(12) { 
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(13) 



Ni = B 



N 



= B, 



dt 



d^n . j^ dl dn 
IW ^ -^^ dt li' 

+ -^* dF + ^* dF dT' 



^ dl dn^ I p dZ^ dn 
^^ dt W^' dt dt' 

N, + N, + N,. 



§. 6. Ausdrücke der Kraftcomponenten für ein 
beliebiges Coordinatensystem. 



Nachdem für ein specielles Coordinatensystem die drei Kraft- 
componenten ausgedrückt sind, können wir daraus auch leicht die 
Kraftcomponenten für ein beliebiges Coordinatensystem ableiten. 

Es sei irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingeführt, 
in welchem die beiden Electricitätstheilchen die Coordinaten x, y^ z 
und a/, y', z' haben. Die in diese Coordinatenrichtungen fallenden 
Componenten der Kraft, welche e von e' erleidet, mögen durch 
Xec', Yed und Zee* dargestellt werden, dann handelt es sich 
darum, die Grössen X, Y und Z auszudrücken. 

um X auszudrücken, bezeichnen wir die Winkel, welche die 
^-Richtung mit den früher angenommenen Coordinatenrichtungen, 
nämlich der Z-, m- und n-Richtung bildet, mit (lx\ (mx) und (nx). 
Dann ist zu setzen: 

(14) X = L cos Qx) -\- M cos (mx) -j- N cos {nx). 

Man kann aber auch die einzelnen Bestandtheile von X durch die 
entsprechenden Bestandtheile von L, M und N ausdrücken. Be- 
zeichnet man die Summe derjenigen in X vorkommenden GUeder, 
welche nur Differentialcoefficienten der Coordinaten von e enthal- 
ten, mit Xi , die Summe der Glieder, welche nur Differentialcoeffi- 
cienten der Coordinaten von ef enthalten, n^t Xj, und die Summe 
der Glieder, welche Producte aus Differentialcoefficienten der Coor- 
dinaten beider Theilchen enthalten, mit X^, so gilt für Xi die 
Gleichung : 

(15) Xi = Li cos Qx) -f- Ml cos (mx) -(- JVi cos (nx\ 
und eben solche Gleichungen gelten für X, und X3. 
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Setzt man nun in die vorige Gleichung für Li , Jili und ^i 
die unter (8), (12) und (13) gegebenen Werthe ein, und berück- 
sichtigt bei der Addition der drei Glieder die Gleichungen : 

(dl /i N I dm , . . dn . . dx 

\—cos(}x)+-^ cos {mx) + -^ cos (n^) = ^, 

^, cos Qx) + ^ cos (mx) + ^ cos (nx) = -^, 
so kommt: 

+ Ml - -»i) 5il + (^f - -B.) (^)' + ^ »»] cos 0:r). 



(17) 



X — x' 



Hierin substituiren wir für cos (Ix) seinen Werth , und 

T 

zwar multipliciren wir mit — die einzelnen innerhalb der eckigen 

I Klammer stehenden Glieder, während wir x — a;' als gemeinsamen 

j Factor ausserhalb der Klammer stehen lassen. 

I Femer wollen wir für die DiflFerentialcoefficienten von l die- 

jenigen von r einführen. Es ist schon oben gesagt, dass der Ab- 
stand r der Theilchen e und e* von einander zur Zeit i einfach 
durch die Differenz Z — Z' dargestellt wird, weil zu dieser Zeit die 
Coordinaten m, n, wl und n' gleich Null sind. Will man aber die 
Grösse r differentiiren , so muss man dazu den allgemeinen Aus- 
druck 

r = V (Z — Z')2 + (w — my + (n — n')» 

anwenden, und erst nach vollzogener Differentiation darf man 
w — m' = w — n' = setzen. Für die Differentiation ist noch 
zu bemerken, dass sich die Coordinaten {, m, n nur durch die Be- 
wegung des Theilchens e und die Coordinaten l\ m\ n' nur durch 
die Bewegung des Theilchens a' ändern, während r sich durch die 
Bewegung beider Theilchen ändert. Die den beiden einzelnen Be- 
wegungen entsprechenden Aenderungen von r kann man dadurch 
von einander unterscheiden, dass man r als Function der von den 
beiden Theilchen beschriebenen Bahnlängen s und s', und diese 
Bahnlängen ihrerseits als Functionen von i betrachtet. Dann kann 
man die Differentiationeli , welche sich nur auf die Bewegung des 
Theilchens e beziehen, so ausführen: 

16* 
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drds 1 r, judl , , ,.dm,. ,.dn\ 

+M©'+a'+(S)'] 

In diesen Gleichungen kann nun 

m — w' = n — n' = und l — Z' = r 
gesetzt werden, und zugleich kann man setzen: 

m 

\dt) ~^\dt) '^\dt) "Kdt)' 

« 

Aus den dadurch entstehenden Gleichungen ergeben sich für die 
Differentialcoefficienten von l folgende Ausdrücke: 

nft^ dl_drds 

^^^^ dt ~dsdt' 

^^^^ dt^ ~ Us2 "^ r \^%) t\ \di) "^ ÖS dt^ ' 

Diese Ausdrücke haben wir in (17) einzusetzen, wobei wir der 

-tt) ersetzen wollen. Für 

die dann in der eckigen Klammer stehenden Functionen von r, mit 
welchen die DiflFerentialcoefficienten multiplicirt sind , wollen wir 
zur Abkürzung die einfachen Zeichen C, Ci, Cg und C3 einführen. 
Dann lautet die Gleichung : 

/ Y^ Tf dx , ^ d^x . j^ dr dx ds 

^'-^li^'^'W^^'Ts'didt 

Ganz ebenso erhält man : 
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(21) 



X, = B,^-\.S, 






dt 

drd£ 
*8s' dt 

dr d*s' 



dt* 



+ B, 



dr_di^d£ 
ds^ dt dt 






ds' dp 

Was nun noch die dritte zu bestimmende Grösse X^ anbe- 
trifft, so hat man, um sie auszudrücken, in die Gleichung 

X3 =r Z^ cos (Ix) + Jtfj cos (tnx) 4- ^z cos (nx) 
für ig, Mz und ^3 die unter (10), (12) und (13) gegebenen Werthe 
einzusetzen. Wenn man dann bei der Addition der drei Glieder 
wieder die erste der Gleichungen (16) berücksichtigt, so kommt: 



^^ -n dl doi 
~^^Ti'di 



, ^ dl dx 
+ ^7 -77 jT 



+ \{A^ -^ £j _ ^7) _ _ -f A^vv' cos €j cos {Ix), 



dt dt 

dl dl[ 
dt 

welche Gleichung sich dem Obigen entsprechend auch so schrei- 
ben lässt: 

dr dx* ds , p dr dx ds' 

'' dp dt dt 

Nachdem die drei Grössen Xi , X2 und X3 ausgedrückt sind, 
kann man die ganze Grösse X aus der Gleichung 

X — x^ 



(22) 



^'^^'d-sWTt + ^' 



(23) X = =1^ + X, + X, + X3 

erhalten. 

£benso kann man natürlich auch die Grössen Y und Z dar- 
stellen, wozu man in den vorstehenden Gleichungen nur die spe- 
ciell auf die a:-Axe bezüglichen Grössen durch die entsprechenden, 
auf die y-Axe ode» auf die jgf-Axe bezüglichen Grössen zu ersetzen 
hat, während man alles auf r bezügliche unverändert beibehält. 

Es kommt nun darauf an, die in den Gleichungen (20), (21) 
und (22) vorkommenden, bisher unbestimmt gelassenen Functio- 
nen von r zu bestimmen. 
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§. 7. Bestimmung der in X3 vorkommenden 

Functionen. 

Um zunächst die in Xj vorkommenden Functionen theilweise 
zu bestimmen, möge von dem Satze Gebrauch gemacht werden, 
welcher schon in den Paragraphen 2 und 3 angewandt wurde, näm- 
lich dasB ein in einem ruhenden Leiter stattfindender 
geschlossener und constanter galvanischer Strom auf 
ruhende Electricität keine bewegende Kraft ausübt. 

Zur Vermeidung von Missverständnissen wird es zweckmässig 
sein, diesem Satze noch einige Erläuterungen beizufügen. 

Wenn irgendwo Electricität von Einer Art, also z. B. positive 
Electricität angehäuft ist, so übt diese auf jeden in ihrer Nähe 
befindlichen leitenden Körper eine electrostatische Influenzwirkung 
aus und erleidet demgemäss auch die Gegenwirkung der"" durch 
Influenz auf dem Leiter angehäuften Electricität. Diese Art von 
Wechselwirkung findet natürlich auch zwischen dem Leiter des 
galvanischen Stromes und jener als vorhanden angenommenen 
ruhenden Electricitätsmenge statt. Sie ist aber von dem in dem 
Leiter stattfindenden Strome ganz unabhängig und braucht daher 
hier nicht in Betracht gezogen zu werden. 

Ferner befindet sich auf der Oberfläche eines Leiters, wäh- 
rend er von einem Strome dmrchflossen wird, eine gewisse Menge 
getrennter Electricität, von welcher die auf die strömende Electri- 
cität wirkende, zur üeberwindung des Leitungswiderstandes nöthige 
treibende Kraft herrührt. Diese Electricität kann ebenfalls auf die 
als vorhanden angenommene ruhende Electricitätsmenge eine Kraft 
ausüben ; aber auch von dieser Kraft können wir hier absehen, da 
sie mit der von uns zu betrachtenden Kraft, welche die strömende 
Electricität wegen ihrer Bewegung ausübt, in keinem Zusanmien- 
hange steht, und nicht nur für die theoretische Betrachtung, son- 
dern auch für die Beobachtung davon getrennt werden kann. Man 
kann nämlich dem Leiter des galvanischen Stromes eine solche 
Form geben, dass die Theile, welche am meisten positiv electrisch 
sind, denen, welche am meisten negativ electrisch sind, sehr nahe 
liegen , z. B. die Form einer Spirale , welche aus zwei Lagen von 
Windungen besteht, die so gewickelt sind, dass die Windungen 
der zweiten Lage nach derselben Seite zurückgehen , von welcher 
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die der ersten ausgingen. Dann hebt sich die von jener getrenn- 
ten Electricität ausgeübte Kraft zum grössten Tbeile auf, wäbrend 
die von der strömenden Electricität' ausgeübte Kraft bestehen 
bleibt Femer ist zu bemerken, dass bei einem Magneten, dessen 
Molecularströme, in Bezug auf die von ihnen ausgeübte Kraft, der- 
selben Betrachtung, wie geschlossene galvanische Ströme, unter- 
worfen werden können, jene getrennte Electricität, welche beim 
galvanischen Strome auf die strömende Electricität treibend wirkt, 
überhaupt nicht vorhanden ist 

Demnach können wir von jenen Nebenwirkungen ganz absehen, 
und uns auf die vom Strome selbst ausgeübten Wirkungen be- 
schränken. 

Wir denken uns also, wie in §. 2, im Puncto o?, y, jer eine 
ruhende positive Electricitätseinheit, und im Puncto a/, y', jer' ein 
Stromelement ds* befindlich, welches letztere aus der sich bewe- 
genden positiven Electricitätsmenge Vds' und aus der ruhenden 
negativen Electricitätsmenge — V ds' besteht. Diese beiden Elec- 
tricitätsmengen üben auf die ruhende Electricitätseinheit Kräfte 
aus, deren in die a;-Richtung fallende Componenten sind: 

Die Summe dieser beiden ist die a?-Componente der von dem Strom- 
elemente auf die Electricitätseinheit ausgeübten Kraft, welche 

Componente, wie früher, mit ^-j ds' bezeichnet werden möge. Wir 

erhalten *also die Gleichung : 

ds 
Hierin haben wir für Xg den unter (21) gegebenen Ausdruck zu 
setzen. Dabei wollen wir statt 

daf . d^af 
dt ^^^ W 

die gleichbedeutenden Formeln 



h'ds' 



d^ ds' , dV /ds'Y , d£' dV 
ds' dt ^^^ ds'2 \dt) '^ ds' dt^ 



anwenden und wegen der Voraussetzung, dass der Strom constant 
sei, -j^ = setzen. Dann lautet die Gleichung: 
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(24) 






, r^» d^x' , T, dr dx 

+ n d?i + ^» ä? d? 

Dieser Ausdruck muss, jenem Satze nach, bei der IntegratioD 

über einen beliebigen geschlossenen Strom Null geben. Wenn 

aber das Integral des ganzen Ausdruckes, unabhängig von der 

Stromintensität, Null sein soll, so müssen die Integrale der beiden 

da /ds\^ 

mit -Tj- und ( -jr ) multiplicirten Glieder einzeln Null sein. Die in 

den beiden eckigen Klammem stehenden Ausdrücke müssen dem- 
nach vollständige Differentialcoefficienten nach s' sein, ohne dass 
dazu zwischen r und od irgend eine specielle Relation angenom- 
men zu werden braucht. 

Wenn der erste Ausdruck ein DiflFerentialcoefficient nach s' 
sein soll, so kann er, wie man sofort aus seiner Form ersieht, nur 
gleich 

sein, und dazu ist erforderlich, dass die Gleichung 



(25) C, = ^ 



dB, 



dr 
erfüllt ist. 

Ebenso ist beim zweiten Ausdrucke, wenn man die'GUeder, 
welche Differentialcoefficienten zweiter Ordnung enthalten, ins 
Auge fasst, sofort ersichtlich, dass er nur mit folgendem Differen- 
tialcoefficienten übereinstimmen kann: 

WOZU erforderlich ist, dass die Gleichungen 



(26) 



B,--^- C„ 



_ dC, 



a = 



[Cj = 



erfüllt sind. 
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Auf diese Weise sind die in der Gleichung (21) vorkommen- 
den sieben unbestimmten Functionen auf drei zurückgeführt , und 
jene Gleichung lässt sich nun so schreiben : 



(27) 



( _ 8 \B, (X ~ af)] dsf 
^* T 8? dt 



+ Ä [''. I? + '^ (' - -) u] (sy 



§. 8. Bestimmung der in Xi vorkommenden 

Functionen. 



Bei der Behandlung der Grösse Xi können wir einen dem 
vorigen ähnlichen Erfahrungssatz anwenden , nämlich den folgen- 
den: eine ruhende Electricitätsmenge übt auf einen 
in einem ruhenden Leiter stattfindenden geschlcsse- 
nen und constanten galvanischen Strom keine Kraft 
aus. 

Für diesen Satz gelten dieselben Erläuterungen, welche dem 
im vorigen Paragraphen angewandten hinzugefugt sind. 

Um diesen Satz anzuwenden , denken wir uns im Puncto x\ 
y', ^ eine ruhende Electricitätseinheit und im Puncto x^ y, js ein 
Stromelement ds, welches die bewegte Electricitätsmenge hds 
und die ruhende Electricitätsmenge — hds enthält Die a:-Com- 
ponenten der Kräfte , welche diese beiden von der ruhenden Elec- 
tricitätseinheit erleiden, sind: 



hds 



'X — x^ 



( j h ^i) ^^^ —hds 



X — X 



Demnach wird die rp-Componente der Kraft, welche das Strom- 

element von der Electricitätseinheit erleidet, durch das Product 

hdsXi dargestellt, worin für Xi der unter (20) gegebene Aus- 

— dx d X 

druck zu setzen ist. Wenn wir dabei wieder für ^r- und -^^ die 

dt dt, 

Formeln 



ds dt ^^ Js^ 



ds\* , dx d^s 
dsW 



/ds 
\dt, 



) + 
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d^s 



anwenden, und zugleich, weil der Strom constant sein soll, -jp-=0 
setzen, so lautet der Ausdruck : 

Hieraus können wir nun zunächst ganz entsprechende Schlüsse 
ziehen, wie im vorigen Paragraphen. Wenn nämlich die Electri- 
citätseinheit auf den ganzen Strom keine nach der rr-Bichtung ge- 
hende Kraft ausüben soll, so muss das auf den ganzen Strom aus- 
gedehnte Integral des Ausdruckes Null sein, und daraus erhält 
man, entsprechend den Gleichungen (25) und (26), die Gleichungen: 

dB 



(28) 



C = 



dr 



5, = '^+C.; a = ^; C, = 0. 



Ausserdem können aber im vorliegenden Falle noch weitere 
Schlüsse gezogen werden. Der Satz sagt nämlich nicht nur aus, 
dass die Electricitätseinheit den Strom nach keiner Richtung zu 
bewegen sucht, sondern auch, dass sie ihn um keine Axe zu drehen 
sucht, und daraus ergeben sich ebenfalls gewisse Gleichimgen. 

Da die Wahl der Axe beliebig ist, so wollen wir die durch 
den Punct x', y', e' gehende, der js-Axq parallele Gerade als Axe 
wählen, und für sie das Drehungsmoment bestimmen. Der obige 
Ausdruck für die a; - Componente der Kraft, welche das Strom- 
element ds von der ruhenden Electricitätseinheit erleidet, lässt 
sich in Folge der Gleichungen (28) in nachstehende Form bringen: 

hds -r-, 

ds 
worin F eine durch folgende Gleichung bestimmte Grösse ist : 

Ebenso gilt für die j^-Componente jener Kraft der Ausdruck : 

hds^, 
worin Q durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
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(30) « = S(,-rt|£+[B4» + C.(,-rt|i](g)*- 

Hieraus ergiebt sich für das Drehungsmoment dieser Kraft der 
Ausdruck: 

Wenn nun die ruhende Electricitätseinheit einen geschlosse- 
nen Strom nicht zu drehen sucht, so muss das Integral dieses Aus- 
druckes für jeden geschlossenen Strom Null sein. Der Ausdruck 
lässt sich auch so schreiben: 

und da hierin das erste Glied ein Differential ist, welches jeden- 
falls bei der Integration Null gi^bt, so muss auch das zweite Glied 
Null geben. Dieses nimmt aber, wenn für P und Q die in (29) 
und (30) gegebenen Werthe gesetzt werden, folgende Form an: 

und man sieht sofort, dass dieser Ausdruck kein vollständiges Diffe- 
rential ist, und nur dann für jeden geschlossenen Strom das Inte- 
gral Null geben kann, wenn er selbst durch den in der zweiten 
eckigen Klammer stehenden Factor Null wird. Damit aber dieser 
Factor, unabhängig von der Stromstärke, Null werde, muss sein: 

(31) i? = und Ci = 0. 

Verbindet man diese neuen Gleichungen mit den unter (28) gege- 
benen, so gehen die letzteren über in: 

(32) C7 = 0; ^3 = ^; C, = 0; ^3 = 0. 

Dadurch sind die sieben in dem Ausdrucke von Xi vorkom- 
menden unbestimmten Functionen auf Eine reducirt, und die Glei- 
chung (20) geht über in : 
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§. 9. Bestimmung der in X3 vorkommenden 

Functionen. 

Um nun die in X3 vorkommenden Functionen zu bestimmeD, 
wollen wir die gegenseitige Einwirkung zweier in ruhenden Leitern 
stattfindenden Ströme betrachten. 

In den Puncten x^ y, js und 3(f^ y\ z* seien zwei Stromelemente 
äs und ds', welche die bewegten Electricitätsmengen Ärfs und 
Ä' äs* und die ruhenden Electricitätsmengen — ä ds und — ä' äi 
enthalten. Um nun die Kraft zu bestimmen, welche das Strom- 
element äs von dem Stromelemente äs* erleidet, müssen wir die 
vier Kräfte betrachten, welche die Menge häs von den beiden 
Mengen V äs* und — Ä'ds' und di» Menge — häs von den beiden 
Mengen U äs* und — V äs* erleidet. Die in die a;-Richtung fallen- 
den Componenten dieser vier Kräfte sind: 

ÄÄ'dsds' (^=^ + Zx + X, + X,), 






hh'äsäs* — 

Durch Addition derselben erhalten wir für die a:-Componente der 
Kraft, welche das Stromelement äs von dem Stromelemente ds 
erleidet, einfach das Product 

ÄÄ'dsds'Xg, 

worin wir für X3 den in (22) gegebenen Ausdruck anzuwenden 
haben. 

Dem letzteren wollen wir aber erst noch eine für die Integra- 
tion geeignetere Gestalt geben. Die darin vorkommende Grösse 
cos B können wir durch einen Differentialcoefficienten ersetzen. 
A418 der Gleichung 

r^ = (x^ x*y + (y-y')' + (^ - ^)' 
erhält man nämlich durch zweimalige Differentiation: 
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^ ' dsds' ~ \ds ds* "•" ds ds' """ ds d^ )' ■ 

und da der rechts in Klammen} stehende Ausdruck nichts anderes 

ist, als cosf, so kommt: 

Wenn wir diesen Ausdruck für cos b einsetzen und zugleich statt 

-jr und -7^7 , wie m den vorigen raragrapnen, die rroducte -r- -r; 
ut ar as dt 

und j-f -^ anwenden, so lautet die Gleichung (22) : 
(^^^ ^' = dtdt[^'d-sdP'^^'d?Ts 

8r dr 
Hieraus soll nun noch das Product Cg ^- ^-; fortgeschafft werden. 

öS öS 

Dazu möge eine Function E von r eingeführt werden , welche 
zu Cg in folgender Beziehung steht: 

woraus folgt: 

l^^r^dr undr|-(l^)=C,. 
r dr J r dr\r drj ° 

Differentiiren wir diese Function E nach s und s', so können wir 
den Diffierentialcoefficienten folgende Formen geben 

dE_dEdr_l^dE d(r^) 
ds dr ds 2r dr ds 

d^E _]_dE a8(r«) , J^ d n d^\ 3r d(r^) 
dsds' ~ 2r dr dsds* ' 2 5r \r dr) ds' ds 

_ 1 dE d^r^) i f, drdr 
~ 2r dr dsds' +" ^'ds ds" 

und wir erhalten daher: 

n ^^^ 1 dE d^r^) , d^E 

^ 8s dsT ~ 2r dr dsds' "i dsds' ' 

Setzt man diesen Werth von Cg ^ ^ in die Gleichung (36) ein, 
und wendet dabei für 
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-'A<^+V^ 



das yereinfachte Zeichen Ei an, so.kommt: 
^"^ ^» = d? dF L * 0i d? + ^^ 8? d? 

Femer kann gesetzt werden: 

dsds' ^^ ^ ~ dsds' "+■ ds ds' ds' ds ' 

und wenn man dabei noch zur Vereinfachung die Zeichen E2 und 
£3 mit den Bedeutungen 

E, = B, + ^ Und £, = B,-^ 

einführt, so geht die Gleichung (37) über in: 

/o«x Y _ ^« ^^' / /^ ^^ ^'^ ^n^') j^ ^ drdaf dr dx 

(38) X3 = :n:77^^i(^-^)g7ä7 + ^.^^^ + ^3ö7di 



äf äf 



a^[£;(^-a/)] i 



Den so umgestalteten Ausdruck von X3 multipliciren wir mit 
liVdsds\ um die a:-Componente der Kraft zu erhalten, welche 
das Stromelement ds von dem Stromelemente ds' erleidet. 

Führt man dann, um die a:-Componente der Kraft, welche das 
Stromelement ds von dem ganzen als geschlossen vorausgesetzten 
Strome s' erleidet, zu erhalten, die Integration nach s' aus, so tre- 
ten dabei einige Vereinfachungen ein. Das letzte Glied des vori- 
gen Ausdruckes ist nämlich ein Differentialcoefücient nach s\ und 

dx 
im vorletzten Gliede ist der Factor -7- von s' unabhängig, so dass 

er bei der Integration als constant behandelt werden kann , und 

dr 

d? 

nach s'. Beide Glieder geben also bei der Integration über einen 
geschlossenen Strom den Werth Null, und es bleibt: 



der andere Factor E^ 7^-, ist wiederum ein Diflferentialcoefficient 



(39) hJidsfx^ds' 



= nh -^ TT ds \ Ei(x — xf) r^ \ , -f- E2 TT- -5—, ds. 
dt dt J V ^ dsds' ^ ^ ds ds'j 
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Wenn man diesen Ausdruck auch noch nach s integrirt, so 
erhält man die Kraft, mit welcher der Strom s' den ganzen Strom 
s nach der a:-Richtung zu verschieben sucht. Diese Integration 
bringt für den Fall, dass auch der Strom s geschlossen ist, wiederum 

ein Glied zum Verschwinden. In dem Gliede JS. 77- -=-; ist näm- 

ds ds' 

daf 
lieh der Factor -j-j von s unabhängig und der andere Factor 

3r . . . 
E^ -r- ist ein Differentialcoefficient nach s und giebt somit bei der 

öS 

Integration Null. Es kommt also: 

(40) kk'ffx^äsds' = Hkf/^ffE,(.-a^)'JS^äsds'. 

Dieses Resultat können wir mit einem vollkonmien feststehen- 
den Ergebnisse der Ampere' sehen Theorie vergleichen, indem 
diese Theorie, soweit sie sich auf die von geschlossenen Strömen 
auf einander ausgeübten Kräfte bezieht, als durchaus zuverlässig 
anzusehen ist Nun wird nach dieser Theorie die Kraft, mit wel- 
cher ein geschlossener Strom s' einen anderen geschlossenen Strom 
s nach der a;-Richtung zu bewegen sucht, durch den Ausdruck 



— IciV I I — cos e ds ds' 



dargestellt, worin i und i' die beiden Stromintensitäten sind, und 
k eine Constante bedeutet. Diesen Ausdruck kann man, wenn man 

i und i' durch h -zr und ä' -jr und cos «, gemäss Gleichung (35), 

1 d^(r^) 
durch — ^ , ersetzt, in folgende Gestalt bringen : 

und wenn man ihn dann mit dem in (40) gegebenen Ausdrucke 
vergleicht, so sieht man, dass zu setzen ist: 

W ^ = 271- 

Um auch noch die andere in (39) vorkommende, mit E^ be- 
zeichnete Function zu bestimmen, wenden wir den ebenfalls that- 
sächlich feststehenden Satz an, dass ein in einem ruhenden 
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Leiter stattfindender geschlossener und constanter gal- 
vanischer Strom einen anderen in einem ruhenden Lei- 
ter stattfindenden geschlossenen galvanischen Strom in 
seiner Intensität nicht zu ändern sucht. 

Der in (39) gegebene Ausdruck , welcher nach Einsetzung des 
eben gefundenen Werthes von Ei lautet: 

, ,, ds ds' , rvh {X — af) d^{r'^) , „ dr daf] , , 
** Tt dt ^V ItTT-^ 8iW + ^^ dS d?J ^^' 

bedeutet seiner Entwickelung nach die ic-Componente derjenigen 
Kraft, welche der geschlossene Strom s' auf das Stromelement ds, 
also auf die beiden in dem Leiterelemente ds befindlichen Electri- 
citätsmengen hds und — hds ausübt. Nun ist aber die negative 
Electricitätsmenge — hds in Ruhe, und auf ruhende Electricität 
kann nach dem in §. 6 angewandten Satze der geschlossene gal- 
vanische Strom keine Kraft ausüben. Demnach lässt sich der 
obige Ausdruck auch in dem Sinne aufiFassen, dass er die a;-Coni- 
ponente derjenigen Kraft bedeutet, welche der geschlossene 
Strom s' auf die in dem Leiterelemente ds befindliche 
positive Electricitätsmenge hds ausübt. 

Um auch die in die Richtung des Elementes ds fallende und 
somit auf Stromverstärkung hinwirkende Componente dieser Kraft 
bequem darstellen zu können, wollen wir dem Ausdrucke noch 
eine etwas veränderte Gestalt geben. Aus der Gleichung 

folgt nämlich: 



(42) 



Zx'ds* ds' 



dx' 
Wenn man mittelst dieser Gleichungen x — od und -=-^. aus jenem 

Ausdrucke eliminirt, und zugleich ;r- in der Form - — ^— ^ schreibt 

OS 2r OS 

so geht er über in: 

* dt dt J \r^ dx dsds r ds dxdsj 

Will man nun statt der in die willkürlich gewählte x-Bich- 
tung fallenden Componente der Kraft die in die Richtung des Ele- 
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mentes ds fallende Componente haben, so braucht man nur die 
Differentialcoefficienten nach x durch entsprechende Differential- 
coefficiei^ten nach s zu ersetzen, wodurch man erhält: 

* "" dt dt "y Ir* ~dr d7d¥ r ds 8s8s'J^ 
oder anders geschrieben : 

Dieser Ausdruck stellt die in einem einzelnen Elemente ds 
im Sinne der Stromverstärkung wirkende Kraft dar. Soll nun die 
Intensität des Stromes ungeändert bleiben, so muss das über den 
ganzen geschlossenen Strom s ausgedehnte Integral dieses Aus- 
druckes Null sein. Das in dem Ausdrucke schon vorkommende 
über den Strom s' zu nehmende Integral 



f$ - f ) Ä m"^- 



mit welchem das Element ds multiplicirt ist, muss also entweder 
die Form eines Differentialcoefficienten nach s haben, oder Null 
sein. Da nun das erstere durch keine Form der Function E^ zu 
bewirken ist, so muss man Eq so bestimmen, dass das Integral Null 
wird, was erfordert, dass man setzt: 

h_ _E^ _ 

*.3 ^ ^' 

worin c irgend eine Constante bedeutet, indem nur dadurch der 
unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ein Differential und 
somit das Integral selbst für jeden geschlossenen Strom Null wer- 
den kann. 

Aus dieser Gleichung folgt: 

^2 = ^ - CT. 

Da nun aber das hierin vorkommende Glied — - er in dem Aus- 
drucke von X3 ein Glied geben würde, welches mit wachsendem 
Abstände r grösser würde, und ein solches Glied in dem Ausdrucke 
der Kraftcomponente nicht vorkommen kann, so muss die Con- 
stante c gleich Null gesetzt werden, und man erhält somit zur Be- 
stimmimg von E^ die Gleichung: 

C43) ^=~i- 

ClansiuB, mech. Wftnnetheorie. II. jy 
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Es sind also von den vier in dem nnter (38) gegebenen Aus- 
drucke von X3 vorkommenden unbestimmten Functionen von r 
zwei bestimmt, und durch Einsetzung ihrer Werthe geht die Glei- 
chung (38) über in: 

(^^) ^^ = [—Wz — ^787 + ;^ 87 d7 + ^^ 8? dF 



d^lEix-^x*)]] dsdl 

dt 



d^[E(x-^x')] \ds 
"^ dsds' \ dt 



§. 10. Anwendung der Inductionsgesetze. 

Während wir bisher nur constante Ströme in ruhenden Lei- 
tern betrachtet haben, wollen wir jetzt von der Beschränkung, 
dass die Ströme constant seien, absehen und femer noch die An- 
nahme machen, dass der Leiter s sich bewege. Der Einfachheit 
wegen wollen wir aber voraussetzen , dieser Leiter ändere seine 
Gestalt nicht, und bewege sich nur mit sich selbst parallel, so dass 
alle seine Elemente während des Zeitelementes dt ein gleich grosses 
Wegelement dö nach gleicher Richtung zurücklegen. 

Dann hat jedes in dem Leiter s befindliche positive Electri- 
citätstheilchen gleichzeitig zwei Bewegungen, die, mit weicheres 

sich im Leiter bewegt, und deren Geschwindigkeit -7- ist, und die, 

mit welcher der Leiter sich bewegt, und deren Geschwindigkeit 

-^ ist. Demnach müssen die auf die Bewegung dieses Electii- 

citätstheilchens bezüglichen Diflferentialcoefficienten nach t jetzt 

anders .ausgedrückt werden als früher. Statt eines Ausdruckes 

von der Form 

dJlds 

ds dV 
worin V irgend eine von der Lage des Electricitätstheilchens ab- 
hängige Grösse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden: 

dUds . du dö 
ds dt "•" d6 dt' 
und statt eines Ausdruckes von der Form 

dUd^ 
ds dt^' 



l(-l?)(S)'+^ 



Neues electrodynamisches Grundgesetz. 259 

worin V noch irgend eine zweite von der Lage des Electricitäts- 
theilohens abhängige Grösse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden: 

ds\ ds)\dt) '^ld6\ ds)^ ds\ döjjdt dt 



^döV döj\dtj ^ ds dt^^ 



d6 dt*' 

Wollen wir nun die a;-Componente der Kraft bestimmen, 
welche die in ds befindliche positive Electricitätsmenge hds von 
der in ds' befindlichen positiven Electricitätsmenge Vdsf erleidet, 
80 haben wir fiir dieselbe, wie früher, den allgemeinen Ausdruck 

hh'dsds' (^T^ + X, + Xa + Z,) 

zu bilden, darin aber jetzt für Xi, X2 und X3 diejenigen Aus- 
drücke zu setzen, welche aus (33), (27) und (44) durch die vor- 
stehend angedeuteten Aenderungen hervorgehen, nämlich: 

7 



I ^. = Ä (*. ^) (i> 



(45) 



(46) 



+ Lä^ \r' W "^ äi V ' dd)\ Tt dt 

I ^ /» 2 A /<^'*\' r jt dx d's . „ dx d'ö 
+ 8^ r^ da) \dt) + "^' 8i di^ + -»1 0^ W 

„ _ 8 [B, (x — a/)] dsf 
^~ 8? d< 

+ 8? n d? + ^* ^^ - ^^ 8?J [dt) 



47) 



-3 



+ L^^d7' + ^^(^-^^8TjdF- 

_ i lc(x — a:^) ^2 (rg) iA^^_J_f; ^^ 
~ 1 2f3 gs8s' "• r2 8s ds' ' ^ as' 8s 

8g[£:(a; — a/)] | ds d^ 
"t" 8s 8s' J d^ dt 

, r A;(a: — :i:')8H^^) , A; 8r da/ . ^ 
"^ 1 2r3 8<J8s' "^ r2 8ö ds' "^ '' 



d^[E(x — x')]\ 



dr dx 
' 8s' 8ö 

dö ds^ 
dt dt' 



8<J8s' 

Wollen wir femer die a:-Componente der Kraft bestimmen, 
reiche die in ds befindliche positive Electricitätsmenge h ds von 

17* 



hh' äs ds' 
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der in ds^ befindlichen negativen Electricitätsmenge — h^ds' er- 
leidet, so brauchen wir in den vorigen Ausdrücken nur ä' rfs' durch 
— Ä'ds' zu ersetzen und femer, weil die in ds' befindUche nega- 

. ds' 
tive Electricität in Ruhe ist, ^^ = zu setzen. Dadurch wird 

dt 

Xa = und X3 = 0, während Xi ungeändert bleibt. Demnach 

reducirt sich der Ausdruck dieser Kraftcomponente auf 

Daraus ergiebt sich für die ic-Componente der Kraft, welche 
die in ds befindliche positive Electricitätsmenge Äds von dem 
Stromelemente ds', also, von den beiden Electricitätsmengen HAi 
und — Ä' ds zusammen, erleidet, der Ausdruck : 

hVdsds' {X^ + X3). 

Integrirt man diesen Ausdruck nach s', so erhält man die 
ar-Componente der Kraft, welche die in ds befindUche positive Elec- 
tricitätsmenge h ds von dem ganzen Strome s! erleidet, und es gilt 
also, wenn man diese Kraftcomponente mit }ihds bezeichnet, die 
Gleichung 

(48) ae = h'fix, + X3) ds\ 

worin man für X2 und X3 die unter (46) und (47) gegebenen Aus- 
drücke zu setzen hat. Bei der Ausführung der Integration geben 
alle in jenen Ausdrücken vorkommenden Glieder, welche die Form 
von Differentialcoefficienten nach s' haben. Null, und können daher 
fortgelassen werden, so dass man erhält: 

^ dt dtj i 2r^ 8<j8s'"'"r» 8ö d?]** 

Diese Gleichung kann man noch mittelst der schon im vorigen 
Paragraphen angewandten Gleichungen: 

^ , dr . dx' 1 8»(r«) 

X — X = T — und — = — - — ^^ — ^ 

dx ds* ^ dicds* 

umformen in: 
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Ä-^'m+'^'i^V]^^ 



1 .1 



^^'^^ dt dtj L 'dJO döds' ^ 8ö dxds'J 

Um aus diesem auf die o;- Richtung bezüglichen Ausdrucke 
den entsprechenden auf die Richtung des Elementes ds bezüglichen 
Aasdruck abzuleiten, brauchen wir wieder nur die Differential- 
coefficienten nach x durch solche nach s zu ersetzen. Dann heben 
die unter dem zweiten Integralzeichen stehenden beiden Glieder 
sich gegenseitig auf, und wir erhalten , wenn wir die in die Rich- 
tung des Elementes ds fallende Componente der Kraft, welche die 
Electricitätsmenge h ds von dem Strome sf erleidet, mit ®hds be- 
zeichnen, die Gleichung: 






(51) 



1 . 1 



+ ^'^^ dt dtj L 8« 8(J8s' + aö dsd^r^' 

Das Product ^ds ist dasjenige, was man die in dem Leiter- 
elemente ds inducirte electromotorische Kraft nennt, 

und demnach stellt das Integral I ^ds die in dem ganzen Leiter 

s inducirte electromotorische Kraft dar. 

Die Integration nach s bringt wieder ein Glied zum Ver- 
schwinden. Betrachten wir nämlich das Doppelintegral 

1 



J J ds doos 



so ist zu bemerken, dass die Grösse 

d6ds' ~ \8ö ds' "^ da ds' '^ dö ds')* 

welche wir auch durch — 2 cos (ös') bezeichnen können, wenn 
(ös') den Winkel zwischen dem von ds zurückgelegten Bahn- 
elemente d6 und dem Stromelemente ds' bedeutet, von s unab- 
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hängig ist, weil der ganze Leiter s sich mit sich selbst parallel be- 
wegt, und somit alle seine Elemente eine und dieselbe Bahnpch- 
tung haben. Man kann also das obige Integral so schreiben: 



/-' 1^/ 



öl 



Hierin lä«8t sich die Integration nachs sofort ausführen, und giebt 
für einen geschlossenen Strom Null 

Betrachten wir femer das andere Doppelintegral 



// 



7^1 

-^-r ^ V ; ds ds, 



so können wir hierin, da der DifiFerentialcoefficient , ^- , , welcher 

osos 

nach (35) gleich — 2cosb ist, sich bei der Bewegung des Leiters 

s nicht ändert, und somit von <s unabhängig ist, setzen: 

ol 

r 8« (y» ) _ _8_ ß 8^(r') 1 
dö dsds' ~ da Ir dsds'y 

und da femer die Grösse ö, nach welcher hier dififerentürt werden 
soll, von den Grössen s und s\ nach welchen der ganze Ausdruck 
integrirt werden soll, unabhängig ist, so können wir die Differen- 
tiation nach 6 auch ausserhalb der Integralzeichen andeuten , und 
demnach statt des obigen Doppelintegrals schreiben: 

döj J r ösds' 



dsds*. 



Wir erhalten daher zur Bestimmung der im Leiter s inducir- 
ten electromotorischen Kraft die Gleichung: 



1/ 



©ds 



Auf diese Gleichung wollen wir nun den Satz anwenden, 
dass, wenn entweder der Leiter s in einer bestimmten 
Lage in der Nähe des Leiters s' verharrt, aber im letzte- 
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ren die Stromstärke von Null bis zu einem gegebenen 
Werthe wächst, oder die Stromstärke in s' unveränder- 
lich diesen Werth hat, aber s sich aus unendlicher Ent- 
fernung bis zu jener Lage heranbewegt, in beiden Fällen 
eine gleich grosse Inductionswirkung in s stattfindet. 

Um die während irgend einer Zeit stattfindende Inductions- 
wirkung zu bestimmen, haben wir den Ausdruck, welcher die in- 
ducirte electromotorische Kraft darstellt, mit dt zu multipliciren 
und dann über die betreffende Zeit zu integriren. Im ersten der 

beiden vorher genannten Fälle ist nun -^r- = 0, so dass das zweite 

Glied des in (52) gegebenen Ausdruckes verschwindet, und im er- 
sten Gliede ist das Doppelintegral von der Zeit unabhängig und 
nur der als Factor vor demselben stehende Differentialcoefficient 

,^q ist nach t zu integriren und giebt -rr» Die in diesem Falle 
dt dt 

stattfindende Inductionswirkung ist daher: 

Im zweiten Falle ist -^75- == 0, so dass das erste Glied des Aus- 

druckes verschwindet, und das zweite Glied lässt sich sofort nach 
t integriren, und giebt: 



i»'S//^s^^^^- 



Diese beiden Grössen müssen, jenem Satze nach, unter ein- 
ander gleich sein, ihre Differenz muss also den Werth Null haben, 
und man erhält daher die Gleichung: 

Das zweite in der eckigen Klammer stehende Glied können 
^r noch so umändern: 

und da von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Glie- 
dern das erste bei der Integration über einen geschlossenen Strom 
s Null wird, so geht die vorige Gleichung über in: 
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^''> ff[7 + ^*+f'^^^']W^'^' = ^- 

Wenn diese Gleichung für jede zwei geschlossene Ströme er- 
füllt sein soll, so muss der vor dem Differentialcoefficienten zwei- 
ter Ordnung als Factor stehende Ausdruck constant sein, und wir 
können also, wenn a eine Constante bedeutet, setzen: 



(55) 



j+B^ -\-fc, dr = a. 



Fassen wir nun das Integral mit der Constanten a in ein Zeichen 
zusammen, indem wir setzen: 



so erhalten wir: 



(56) 



G =JCi dr — a, 



a = 



dG 
dr 



Hierdurch sind wieder zwei der unbestimmten Functionen, 
welche in dem Ausdrucke von Xj noch vorkommen, auf Eine zu- 
rückgeführt, und die unter (27) gegebene zur Bestimmung von Xj 
dienende Gleichung geht jetzt über in : 

^ 8 [Bt {x — af )] ds' 

^- 07"^ dt 

oder anders geschrieben: 



drl dW 
dt' 



^ _ 8 [Bj (x — af)] ds' 
^» ~ ~ 8s' dt 



(57) 



+ 8s' I r ds' "•" 8s' J \dt) 

"*" 1 r ds' "*" 8s' 1 dt* ' 



Neues electrodynamisches Grundgesetz. 265 



§. 11. Zusammenfassung der bisher gewonnenen 

Resultate. 

Nachdem durch die in den Paragraphen 7. bis 10. angestellten 
Betrachtungen die Ausdrücke von Xi, X^ und X^ die unter (33), 
(57) und (44) gegebenen vereinfachten Formen gewonnen haben, 
wollen wir sie in die Gleichimg (23), nämlich 

x = '^^-{-x, + x, + x, 

einsetzen. Dadurch erhalten wir zur Bestimmung der a:-Compo- 
nente der Kraft, die ein Electricitätstheilchen, welches während 
der Zeit dt den Weg ds zurücklegt, von einem anderen, welches 
während derselben Zeit den Weg ds' zurücklegt, erleidet, die 
Gleichung : 

y X — af , 8 /p ^^\ /^A' j_ T> ^^ ^^^ 9 [B^ (x — - x')] ds' 

^-^~^^Vs\r'd^)\di)^^'d^di^ a? dt 

'^ds' \ r ds' "^ ds' 1 \dt) 

, f_ _fc dx' d[G(x — s/y]\ dV 
+ 1 r ds''^ ds' J dt^ 

. i Jc(x — xf) d*(r^) , *; dr dx' 
"•" I 2r3 dsds' ""r« 8s ds' 

"^ ^ 8s' ds "+" ÖsÖs' J d^ dr 

Hierin lassen sich einige Vereinfachungen machen. Bedenkt 
man, dass x' nur von s', dagegen r von s und s' abhängt, so sieht 
man, dass man schreiben kann: 

8^ / fc^ d^\ /ds'y Tc dx' d^s' . Ic dr dx^ ds ds' 

ds' \r ds') \dt) r ds' dt^ "+" r» 8s ds' dt dt 



~ dt\r dt)' 



wodurch sich drei der oben vorkommenden Glieder in eines zu- 
sammenziehen. Femer kann man aus denselben Gründen schreiben: 

dx d^s 



_ d /^ dx\ 

- Tt V^ dt) ~ 



ds dt^ 

dBx dr dx ds ds' 
Irds' Isätlt 
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Setzt man sodann zur Abkürzung: 

E 8r dBi dr _ dF 

' ds' dr ds' ~ d^ 

und führt noch für Bi und — B^ die emfacheren Zeichen H und 

cTein, so nimmt die zur Bestimmung von X dienende Gleichung 

folgende Form an: 

_ X- xf , d [J(x — x^)] ds^ d^[Gix — x^)] /dA" 



(58) 



r3 ^ 85' dt ^ 8s'2 \dt, 

, d[a(x-^xf)] d^i±frrdx\_d_n d3^\ 

■^ 8s' d^^ ■+■ de \ d^y '^ de Vr dey 

, ( lc(x--x^) d^r^) , 0Fd^ , d^[E(x-'X'y] \ ds d^ 



2r3 8sas'^8s'ds^ 8s 8s' \ dt dt 

Bei der Ableitung dieser Gleichung sind neben der Annahme, 
dass nur Eine Electricität im festen Leiter strömen könne, nur 
solche Sätze zur Anwendung gebracht, welche sich auf die gegen- 
seitige Einwirkung geschlossener Ströme beziehen, und da diese 
Sätze als vollkommen sicher zu betrachten sind, so darf behauptet 
werden, dass der in dieser Gleichung gegebene Ausdruck von X 
unter der Voraussetzung von nur Einer im festen Leiter beweg- 
lichen Electricität der einzig mögliche ist. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass die Zulässigkeit dieses Aus- 
druckes nicht auf den Fall, wo nur Eine Electricität als strömend 
vorausgesetzt wird, beschränkt ist, sondern dass er auch dann zu- 
lässig bleibt, wenn man annimmt, der galvanische Strom bestehe 
aus zwei nach entgegengesetzten Richtungen gehenden Strömen 
von positiver und negativer Electricität, wobei es gleichgültig ist, 
ob man diese beiden Ströme ihrer Stärke nach als gleich oder ver- 
schieden annimmt. 

Wenn man zu den im Obigen angewandten Sätzen noch die 
Bedingung hinzufügen wollte, dass die Abhängigkeit der Kraft von 
der Entfernung nach einem einheitlichen Gesetze stattfinden müsse, 
so würde man aus der blossen Vergleichung der Glieder, welche 
noch unbestimmte Functionen von r enthalten, mit denen, in wel- 
chen die Functionen schon bestimmt sind, noch weitere Schlüsse 
über die Form der Functionen ziehen können, und zwar würde 
man durch diese Betrachtungen zu dem Ergebnisse gelangen, dass 

die Functionen E, F. G und H sämmtlich die Form — . const ha- 

r 

ben müssten, so dass also statt jener unbestimmten Functionen 
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nur noch unbestimmte Constante in dem Ausdrucke von X blei- 
ben würden. Indessen wollen wir uns Schlüsse dieser Art für jotxt 
nicht erlauben, sondern statt dessen noch einen allgemeinen Sati 
in Anwendung bringen. 



§. 12. Anwendung des Princips von der Erhaltung 

der Energie. 

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die Kräfte, welche 
zwei bewegte Electricitätstheilchen auf einander ausüben, für sich 
allein dem Princip von der Erhaltung der Energie genügen, wozu 
erforderlich ist, dass die Arbeit, welche diese Kräfte bei der Be- 
wegung der Theilchen während des Zeitelementes dt tliun, durch 
das Differential einer von den augenblicklichen Lagen und newe- 
gungszuständen der Theilchen abhängigen Grösse dargestellt wird. 

Um die Arbeit bestimmen zu können, denken wir uns neben 
dem unter (58) gegebenen Ausdrucke von X die entsprechenden 
Ausdrücke von Y und Z gebildet, und ebenso denken wir uns die 
Grössen X\ Y* und Z\ welche sich auf die Kraft beziehen, die 
das Theilchen e' von dem Theilchen e erleidet, in entsprechender 
Weise ausgedrückt, wozu nur die accentuirten und unaccentuirten 
Buchstaben gegen einander vertauscht zu werden brauchen. Un- 
ter Anwendung dieser Ausdrücke bilden wir die Grösse 



ee 



Diese Grösse muss, wenn das Princip von der Erhaltung der 
Energie erfüllt sein soll, das vollständige Differential, oder, andere 
gesagt, die in der Klammer stehende Summe von sechs Producten 
muss der nach t genommene Differentialcoefficicnt eines aus den 
Coordinaten und Geschwindigkeitscomponentcn der beiden Theil' 
chen gebildeten Ausdruckes sein. 

Da der unter (58) gegebene Ausdruck von X etwas lang Ist, 
so wollen wir seine Glieder einzeln oder in kleinen Gruppen ntn'M 
einander betrachten, um zu sehen, wie bei ihnen die Summe der 
sechs Producta sich gestaltet 

Das erste Glied ist 

— oder — T—, 



1 dl \ 

i? dt "+" d^ dt J 
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und die Summe der sechs Producte lautet daher : 

8— j 8— j 8— j 8— , , 8 — 

^xli'^^yTt'^^zdi'^^öi'di'^^y| 
und lässt sich zusammenziehen in : 

dl 

r 

"dT* 
Das zweite Glied ist: 

8 \J{x -> a;0] ds^ 

Um dieses mit dem Differentialcoefficienten -jr zu multipliciren, 

dx ds 
zerlegen wir den letzteren in das Product -r- -yr und multiplici- 
° ds dt 

doc 
ren mit dem Factor t- , welcher von s' unabhängig ist, unter dem 

Differentiationszeichen, also: 

8s' dt dt' 

Bildet man hierzu die entsprechenden Producte für die ^- und 
ir-Axe und addirt zunächst nur diese drei Producte, indem man 
dabei die Gleichung 

berücksichtigt, so erhält man: 

^ (^^ 8i) ds ds' 
85' dt dt' 

Ebenso geben die drei anderen Producte: 

^ r ^ 8?) ds ds' 

ds dt dt ' 

Diese beiden Ausdrücke sind unter einander gleich, indem sich, 
wenn man das Zeichen K mit der Bedeutung 



(59) K =f. 



Jr dr 
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einfuhrt, der als erster Factor stehende Differentialcoef&cient in 
Producte nimmt daher folgende Form an: 



beiden durch ^ ,, , darstellen lässt, und die Summe der sechs 



d^K ds ds* 

dsdsl dt dt ' 

Das dritte und vierte Glied von (58), nämlich 

d^s' 



8s' ^ \dt) "^" ds' 



dt 



% ) 



kann man ganz ähnlich behandeln« Durch Addition der drei er- 
sten Producte erhält man: 

^'[^'r^ dsfdsy^ ^[^'Vsl dsd^s' 

ds'^ dt \dt) "•" ds* dt dt^' 
wofür man, wenn man das Zeichen R mit der Bedeutung 

(60) R =jGr dr 

einführt, schreiben kann: 

d^R ds fd£y . d^R ds dV 
dsds'^dt \dt) "•" dsds' dt dt^ ' 

und ebenso geben die drei anderen Producte: 

d^R /dsy d^ , d^R ds' d^ 
ds^ds'\dt) dt "*" dsds' dt dt^' 

Die Summe aller sechs Producte ist also : 

X d^R dl d^R ds\dsdl, d^R (dsd^ .d^ d^\ 
Vas8s'» dt "•" 8s»8s' dt) dt dt '^ dsds* \dt dt^ + dt dty' 

^was sich zunächst zusammenziehen lässt in: 

d_ /d^R\ dsdl_, d^R d^ /ds ds^\ 
dt \dsdsy dt dt "^ dsds' dt \dt dt) 

und dann weiter in: 

dt \dsds' dt dt)' 
Das fünfte Glied 

dx^ 



dt \ dt) 
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giebt, wenn man zuerst die angedeutete Differentiation ausführt, 

dx 
und dann mit -rr- multiplicirt : 

dt \dt) '^ dt dt^' 
was sich auch in folgender Form schreiben lässt: 

2 dt L \dtj ]^ ^ dt \dt) 

In gleicher Weise erhält man als anderes, auch auf die ic-Axe be- 
zügliches, aber das accentuirte z enthaltendes Product: 



^ dt L U^/ J ' ^^ U^/ 



Bildet man nun die entsprechenden Producte für die y- und jsr- Axe, 
so kann man die Summe aller sechs Producte zusammenziehen in: 

i.4|^[©'+(^)']|+if[©'+(^)l- 

Das sechste Glied 

'^ dt \r dt) 

giebt durch Ausführung der angedeuteten DiflFerentiation und 

dx 
durch Multiplication mit jr : 

, r dx d^ __ I. Jl ^ ^1^' 
~ W Tt dt ~~ 7 dt dP' 

In gleicher Weise erhält man wieder als anderes auch auf die 
ic-Axe bezügliches Product, in welchem aber das accentuirte und 
das unaccentuirte x gegen einander vertauscht sind: 

dl 
, r dx dc^ i. i. ^ d^a; 

~ ~dt dt dt ~ r U Ip' 

Die Summe dieser beiden Producte kann man in folgender Form 
schreiben : 

dl 

d /l dx dx\ , r dx dx' 



, d / 1 dx dx\ , 

'"diKTli'dt)'^'^ 



dt dt dt 
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Bildet man nun die entsprechenden Producte für die y* und ^r-Axe 
und berücksichtigt dabei die Gleichung . 

dt dt '^ dt dt '^ dt dt ~ * dsds' dt dt ' 
so erhält man als Summe aller sechs Producte: 



r 8«(r«) ds d^ 
dt dsd^ dt dt 

Das siebente Glied 

h(x — t!) 8« (r«) ds ds' 



2 d^ \r 8s 8s' d^ dt)'^ 2 



2r8 8s 8s' d^ dt' j 

oder, anders geschrieben, 

fe r 8Hy*) dsds' 
2 ex 8s8s' d^ d^ 

giebt als Summe der sechs Producte : 

dl 

_ k r d^(r^) dsds' 

2 dt 8s8s' dt dt' 

Dieser Ausdruck hebt sich gegen einen Theil des beim sechsten 
Gliede erhaltenen Ausdruckes auf, so dass man für das sechste 
und siebente Glied zusammen als Sunmie der sechs Producte ein- 
fach erhält: 

]^d_n 8« (rg) ds d^\ 

2 dt \r dsds' dt dt)' 
Das achte Glied 

dFdxds d^ 
8s' ds dt dt 

giebt als Summe der sechs Producte, wie man leicht sieht: 

8F /dsy d£ i^ds fds\^ 
8s' \dt) dt "^ 8s dt \dt)' 

Das neunte und letzte Glied 

d^lEix — af)] dsds' 
8s 8s' dt dt 
schreiben wir zunächst in der Form : 

8 r^ß/ rx , r^dx! ds ds' 

8?L87^^~^> + ^d^Jd7W' 
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welche wir auch noch so umändern können: 

ds' L dr ds dx ' dsj dt dt ' 

dx dx ds 

Zugleich setzen wir für -^ das Product -j- -rr und multipUciren 

dx 
mit -r- unter dem Differentiationszeichen. Wenn wir dann die ent- 
ds 

sprechenden Producte für die y- und a-Axe bilden, und die Summe 

dieser drei Producte nehmen, so erhalten wir: 

^[ dJE /dry , ^1 /dsy d^ 
0s' r dr \ds) '^ \\dt) dt' 
und somit als Summe aller sechs Producte: 
8 r dE/dr\^ , ^1/dsyds' , d[ dE/dr\\ jJds/ds\ 

d^VTr [dS) + ^\\Tt) dt+rsVTr WJ-^^lTtyii)' 

Vereinigen wir nun alle bei den einzelnen Gliedern von (58) 
als Summe der sechs Producte gewonnenen Ausdrücke, so erhalten 
wir folgende Gesammtsumme: 

r . ^ d^K dsds' , d /d^R ds ds'' 



dt 



d^K dsd^,d^ / d^B ds d^\ 
"*" 8s 8s' dt dt ' dt V8s8s' dt dt) 



+iÄi^[(S)'+a]i+*^[©*+(w)'] 

4.h.AfL ^^(^^) dsd^\,dF /dsy ds; , 8F ds /d^V 
'^2dt\r 8s 8s' dt dt) ' 8? \dt) dt "^ 8s dt \dt) 

, 8 r dE/dry, „l/dsx^ds' , 8r dE /drW rj:\ds/dsV 

+87'r d7vW+ Jtej d7+8^rd;^V8i"';+^Jd7W' 

welche Gesammtsvimme wir auch, unter Zusammenfassung der 
Glieder, welche Differentialcoefßcienten nach t sind, und etwas ver- 
änderter Anordnung der übrigen Glieder, so schreiben können: 

d ( 1 /fc 8»(r«) ■ d^R \dsds' . i rj{/äs\^ . fds'\n] 
dt\ r'^\2rdsds''^dsds')dtdt'^^ l\dt) '^\dt)}i 

■^ 8s 8s' dt dt'^^ ds \dt) "^ ^ 8s' \dt/ 



+Ä[4f©'+^+^+*'']S(|' 



)■■ 
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Dieser ganze Ausdruck muss, wenn das Princip von der Er- 
haltung der Energie für die Kräfte, welche die beiden Electricitäts- 
theilchen auf einander ausüben, erfüllt sein soll, ein Differential- 
coef&dent nach t sein. Da nun der erste Theil des Ausdruckes 
schon äusserlich als Differentialcoeffient nach t bezeichnet ist, so 
haben wir unser Augenmerk nur auf den übrigen , aus fünf Glie- 
dern bestehenden Theil zu richten. Diese Glieder sind alle in Be- 

zug auf die Diflferentialcoefficienten erster Ordnung -^ und -=r- 

Yon höherem als erstem Grade, während die Differentialcoefücien- 

d^s d^^ 
ten zweiter Ordnung ^— - und -ttj- in ihnen nicht als Factoren Yor- 

kommen. Daraus folgt, dass weder ein einzelnes der Glieder noch 

irgend eine Gruppe derselben ein Differentialcoefücient nach t sein 

kann. Demnach muss die Summe dieser fünf Glieder Null sein, 

ds ds' 
und das wiederum kann für beliebige Werthe yon -=t- und -tt nur 

dann der Fall sein, wenn alle fünf Glieder einzeln Null sind. Wir 
erhalten also folgende fünf Bedingungsgleichungen: 



(61) 



dsds 

dH 

ds 

dH 

8 s' 

_8 
ds 

d_ 

ds 



= 0, 



= 0, 






Die erste dieser Gleichungen, welche sich auch so schreiben 



lässt: 



dK ö«r 



, d^JT dr dr _^ 

I J^.j cx^ o«/ ^1 



dr dsds' ' dr« 8s ds' 

kann für beliebige Bahnen der Electricitätstheilchen nur dann er- 
füllt sein, wenn 

dr "' 
woraus nach (59) weiter folgt: 



(62) 



^■=0. 



Claasins, mech. Wftrmetheorie. IL 



18 
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Die beiden folgenden der Gleichungen (61), nämlich 

—- = und ^-7 = 0, 

05 OS 

geben zunächst: 

H= const. 

Da aber der in (58) gegebene Ausdruck von Z das Glied JET -^ 

enthält, welches, wenn H einen angebbaren Constanten Werth hätte, 
einen von der gegenseitigen Entfernung der Electricitätstheilchen 
unalj^ängigen Bestandtheil der ELrafb darstellen würde, und ein 
solcher nicht vorkommen kann, so muss sein : 

(63) 5 = 0. 

Die beiden letzten der Gleichungen (61) lauten, wenn man 
J7 = setzt und die angedeuteten Differentiationen ausfuhrt: 

^\Jr) /dry 8r , dEdr 8«r , djE + F) ör _ ^ 
dr \ds) ds^ + dr ds dsds' "•" dr d^ ~ ' 

^ydrj drfdry , ^ dB dr d^r d(E-\-F) dr _ 

dr ds\dsr) "^ dr ds' dsds^"^ dr ds~' 
welche Gleichungen nur dann für beliebige Bahnen der Electricitäts- 
theilchen erfüllt sein können, wenn man hat: ^ 

(64) f = « nnd '^ ^ 0, 

wodurch E und F genügend bestinunt sind, da nur die Differential- 
coef&cienten dieser Grössen in (58) vorkommen. 

Nach diesen Bestimmungen nimmt der Ausdruck der von den 
gegenseitigen Kräften der beiden Electricitätstheilchen während 
des Zeitelementes dt geleisteten Arbeit folgende einfache Grestalt an: 

, d r j_ , /^ 8» (r«) , d'B\ ds ds'l , 
^^ dtl r "•" \2r 878? "•" dTW) dt Itj ^'' 

und die Gleichung (58) geht über in: 

^,/dB x—xr \ ]^fdR x — !tf \ 

^_ x-!iif ^ '^ \dr r J /ds'y , *^\dr r ) d'l 
r» "+" as*» \dt) ~^ Ss* dt' 

dt\r dt)~^ 2r» dsds' dt dt' 



(65) 
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welche Gleichung sich noch einfMsher so schreiben läset: 



(66) 



ai 



dxV'^ 2 dsd^ dt dt) dt \r dt) 



dxlds'^ \dt) "^ Ös' 'W\ 



§. 13. Das electrodynamische Potential 

Nach dem vorher angeführten Ergebnisse unserer Betrach- 
tungen wird die Arbeit, welche die von zwei bewegten Electridtäts- 
theilchen auf einander ausgeübten Kräfte während des Zeit- 
elementes dt leisten, dargestellt durch das Differential des folgen- 
den Ausdruckes: 

^^ Lr \2r8s8s'"^8F87y de dt} 

Nun wird bekanntlich bei der Betrachtung der electrostatischen 
Kräfte diejenige Grösse, deren negatives Differential die Arbeit 
darstellt, das Potential der beiden Electricitätstheilchen auf 
einander genannt, und dem entsprechend kann man auch den vor- 
stehenden, nur durch Fortlassung des äusseren Minuszeichens 
abgeänderten Ausdruck als Potential im erweiterten Sinne be- 
zeichnen. Dabei kann man auch die beiden Theile, welche sich 
auf die electrostatischen und auf die von der Bewegung abhängigen 
oder electrodynamischen Kräfte beziehen, einzeln betrachten und 
danach das electrostatische und das electrodynamische 
Potential von einander unterscheiden. Bezeichnen wir das erstere 
mit TJ und das letztere mit F, so ist dem Vorigen nach zu setzen : 

(67) U='^. 

(68) V- ee y^^ g^g^, + g^g^,^ ^^ ^^ 

Der hier gegebene Ausdruck des electrodynamischen Potentials 
ist bei der Annahme von nur Einer im festen Leiter beweglichen 
Electricität der einzig mögliche. 

Die in ihm noch vorkommende, mit JB bezeichnete unbe- 
stimmte Function von r lässt sich aus den Wirkungen geschlossener 

18* 
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Ströme überhaupt nicht bestunmen, und man ist daher, wenn man 
auch sie noch bestimmen will, für jetzt auf Wahrscheinlichkeits- 
gründe angewiesen. 

Macht man die schon am Ende des §.10 erwähnte Annahme, 
dass die Abhängigkeit der Kraft von der Entfernung nach einem 
einheitlichen Gesetze stattfinden müsse, so gelangt man zu dem 
Schlüsse, dass 

(69) R = hr 

zu setzen ist, worin ki eine Gonstante bedeutet. Dadurch geht 
(68) über in : 

8«r \d8 d^ 
dt 



('») ^=-''Q-/^ + ^'^rm 



Sucht man femer noch durch Bestimmung der Gonstanten hi 
diesen Ausdruck möglichst einfach zu machen, so findet man 
zunächst, dass zwei Werthe sich in dieser Beziehung besonders 
auszeichnen, nämlich Jfci = und Äi == — äj, welche geben : 

^'^^ ^ '^2?dld7di dt' 

{11) K_-Ä-^g^^^- 

Diese beiden Formeln sind äusserlich nahe gleich einfach; benutzt 
man sie aber zu Rechnungen, indem man aus ihnen die Kraft- 
componenten zu bestimmen sucht, so findet man, dass für diese 
aus der ersteren Formel viel einfachere Ausdrücke entstehen, als 
aus der letzteren, und man wird also, wenn man dasjenige Kraft- 
gesetz erhalten will, welches, während es allen bis jetzt bekannten 
Erscheinungen entspricht, zugleich möglichst einfach ist, Äi = 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, ü = zu setzen haben. 

Da der Ausdruck des electrodynamischen Potentials kürzer 
und übersichtlicher ist, als diejenigen der ELraftcomponenten, so 
ist er ganz besonders dazu geeignet, die verschiedenen bis jetzt 
aufgestellten electrodynamischen Grundgesetze (mit Ausnahme des 
Gau SS 'sehen, welches dem Princip von der Erhaltung der Energie 
nicht genügt) unter einander zu vergleichen, und es möge hier 
eine Zusammenstellung der Art Platz finden. Die zur Bestimmung 
des electrodynamischen Potentials dienende Gleichung ist 
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1) nach Weber i): 

^ ~ c^T \dij • 

2) nach Riemann ^): 

~ c^ r \\dt dt)'^ \dt dt)'^ \dt dt) y 

3) nach den von mir ausgeführten Entwickelungen 
a) in allgemeinster Form: 

^ ~ ^^ \2r dsds' "^ 8s8s7 d^ d^ 
6) in vereinfachter Form: 

'^ ~ ^^ V2r 8s 8s' ^ ^ 8s8s7 dt dt ' 
c) in einfachster und daher wahrscheinlichster Form: 

'^"^ '^2r 8sas' d^ dr. 
Dem letzten Ausdrucke kann man auch folgende Gestalt geben: 

oder, wenn man mit v und v' die Geschwindigkeiten der beiden 
Electricitätstheilchen und mit b den "Winkd zwischen ihren Bewe- 
gungsrichtungen bezeichnet: 

(74) V = Tc — vv' cos €. 



§. 14. Ableitung der Eraftcomponenten aus dem 

Potential. 

Um nun aus dem electrostatischen und electrodynamischen 
Potential wiederum die Eraftcomponenten abzuleiten, hat man 
Gleichungen anzuwenden, in denen das electrodynamische Potential 
in derselben Weise vorkommt, wie in den auf allgemeine Coordi- 
naten bezüglichen mechanischen Grundgleichungen von Lagrange 



^) Pogg. Ann. Jubelband S. 212. 

^ Schwere, Electricitat und Magnetismus, nach den Vorlesungen von 
Beruh. Biemann bearbeitet von Hattendor[ff, Hannover 1876, S. 326. 
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die lebendige Kraft Für die in die a;-Bichtang fallende Gompo- 
nente der Kraft, welche das Theilchen e erleidet, lautet die 
Gleichung: 



k> 



Hierin hat man für TJ und F die unter (67) und (68) gege- 
benen Ausdrücke einzusetzen. Aus dem ersteren erhält man 
einfach: 



(76) 






Den letzteren, welcher bei der Differentiation als Function der 
sechs Goordinaten und der sechs Geschwindigkeitscomponenten zu 
behandeln ist, wollen wir so umformen, dass die Geschwindigkeits- 
componenten explicite in ihm vorkommen. Der Bequemhchkeit 
wegen wollen wir dabei F in zwei Theile zerlegen, indem wir 
setzen: 



(77) 



V=V^^V,, 



worin Fi und F, folgende Bedeutungen haben: 



Fi = - 



2r ^s^s' dt dt 



hee^ /dx da^ , dy dy| , dz de'\ 

~ r \dtdt'^dtdt'^dt dtj' 



ra= --eef 



d^R dsds' 



dsdsf dt dt 

d^R dxd^, d^R dxdy^. d^R dx dA 
dxdxfdt dt '^dxdy' dt dt '^dxdjs^ dt dt 

__ ,, . d^R dydxf , d^R dydyf , d^R dy d^ 
— ^^\-T s^.,c^^ ^^ ^* +ft.,5^./ ^* ^* '^dydj^ dt dt 

. d^R da dl 
"*" d0dj8^ dt dt 



1 + 



dydxf dt dt ^ dydy' dt dt 
d^R dzdoi , Z^R dzd^f 



^4. ^4 1 



dzdx' dt dt ' dzdy' dt dt 
Dann erhalten wir für den ersten Theil: 
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(78) 



gl 
8 Fl , . r /d« daf 



(dxda^.dy^ d^ . de d£'\ 
dt dt "^ dt dt "^ dt dt) 



(79) 



2 dx ds 8s' dt dt ' 
8 Fl _ heef daf 
^dx~ r dt' 

^di 

dt 






und für den zweiten Theil erhalten wir: 
( 8F, 



(80) { 



8a; ■" **^ 8a;\8a8s'd< df^' 

1^ — _ > / 8»JB da* ■ d*R dy" . d'R d/X 
d£ ~~ '' \dxd3f dt "^ dxdy' dt ~^ dxdi^ dt) 
^ dt 

_ _ . _8_ /8B d£[ , 8B dy| , 8^ di;^\ 
~" * dx \daf dt "•" 8»* d< "^ Sä* dt) 
_ , 8 /8BdA 

~ ~ "^ 8^ w d*;' 

i. /_£Z»^ . d r 8 /SB ds" 

df I _ da; 

V^d? 

was sich auch so schreiben lässt: 

± /8F,N ^v A ri /"^ ^M 

dt\^dx\~ dx Vdt \ds' dt)\ 

VdtJ 

oder endlich: 

, , d^ /8F,\ _ _ , ^ r_8»B_ d£ ds; , 8^ /d^'V 
^ -' dn , da; ) ~ ** 8« [SsSs' dt dt "^ Ss*» \d*/ 
V^dF/ 



\ _ j drd /dB dAl 

j — ~ **^ das^ V87 dt)y 



dB dV] 
+ 8s' d<«J 



Setzt man nun die unter (76), (78), (79), (80) und (81) gege- 
benen Ausdrücke in die Gleichung (75) ein, nachdem man in der 
letzteren F durch Fi -|- F, ersetzt hat, so erhält man : 
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gl 

Y — — l-L Fl -i- *. ^* (*•') ii^^h AfL ^\ 

ga; L "^ 2 dsds^ dt dt} dt \r dt) 

"^ 8a; b«'» \dt) "*" 8s' rff» J' 
welches die oben unter (66) gegebene Gleichung ist. 

Die Rechnung vereinfacht sich ofifenbar sehr, wenn man für 
R den Werth Null annimmt, welcher in §. 13 als der wahrschein- 
lichste bezeichnet wurde. Dann erhält man: 

8i 



(82) 



_ r /, I A; Z*{r*) dsds'\ ,^ d (\ d3f\ 
~ dx\ '^2d8d^dtdt) dt\r dt) 



8l 



r r, _i,(äxd3^.dyd^.ded^_,d_n^£\ 

~ dxV \dtdt'^ dt dt^dtdt)\ dt\r dt) 



8i 



=-8^(i-**^^''«*)-*57t5F)- 

In dieser Form habe ich die Gleichung, welche zur Bestimmung 
der in eine Goordinatenriehtung fallenden Eraftcomponente dient, 
und sich natürlich fiir die beiden anderen Coordinatenrichtungen 
auf entsprechende Art bilden lässt, zuerst in einer Mittheilung 
vom Februar 1876 aufgestellt. 



§. 15. Kraftgesetz für Stromelemente. 

Will man die a;-Componente der Kraft bestimmen, welche ein 
Stromelement ds von einem Stromelemente äs* erleidet, so hat 
man die unter (66) gegebene Gleichung auf folgende vier Combi- 
nationen von je zwei Electricitätsmengen anzuwenden: hds und 
ä' ds', Ä (Zs und -^h'ds^ —hds und Ä'dsS — hds und — h'ds', 
indem man dabei hds und ä'cüs' als bewegt, dagegen — hds und 
— h' ds' als ruhend betrachtet. Von den dadurch erhaltenen vier 
Ausdrücken hat man die algebraische Summe zu nehmen. Man 
gelangt dadurch für die gesuchte Kraftcomponente zu dem 
Ausdrucke : 

gl gl 

hh' dsds'k (- 1 -I ^^ r_dj^\dsdl 

nnasdsky ' ^^ dsd^ ds d^) dt dt 
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oder anders geschrieben: 




r dx^\ ds d^ 

ds 17/ dt dt * 




Bezeichnet man die Stromintensität, d. h. die während der 

Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliessende Electricitätsmenge, 

für die beiden Ströme mit i und i\ indem man sich dabei die 

Electricitätsmenge nach demselben mechanischen Maasse gemessen 

denkt, welches in allen obigen Gleichungen angewandt ist, so kann 

ds d^ 

man i und i' an die Stelle der Producte h -ri und h! -tt setzen, 

at at 

und erhält dann für die x*Componente der Kraft, welche das 

Stromelement ds von dem Stromelemente ds' erleidet, den 

Ausdruck: 

äß Y dm! 

kii' dsds' V-^ — coss ^ -j-f 

In diesem Ausdrucke kommt die unbestimmte Function B 
nicht vor, sondern sie hat sich bei der Bildung der oben erwähnten 
Summe fortgehoben. Wir haben also für die in eine gegebene 
Richtung fallende Componente der Kraft, welche ein Stromelement 
von einem andern erleidet, einen vollkommen bestinmiten Ausdruck 
gewonnen, von dem wir sagen dürfen, dass er der einzige ist, 
welcher sich mit den beiden Annahmen, dass nur Eine Electricität 
im festen Leiter beweglich sei, und dass die gegenseitigen Ein- 
wirkungen zweier Electricitätstheilchen für sich allein dem Princip 
von der Erhaltung der Energie genügen, vereinigen lässt. 

Einen hiermit vollständig übereinstimmenden Ausdruck für 
die von einem Stromelemente auf ein anderes ausgeübte Kraft 
hat H. Grassmann schon im Jahre 1845 (Poggendorff's Annalen 
Bd. 64, S. 1) aus sehr sinnreichen Betrachtungen ganz anderer 
Art abgeleitet, worin eine erfreuliche Bestätigung unserer oben 
ausgeführten Entwickelungen liegt. 



ABSCHNITT X. 



Anwendung des neuen eleotrodTnamisohen Qrundge-. 
setzes auf die zwischen linearen Strömen und Lei- 
tern stattfindende ponderomotorisohen und electro- 
motorischen Kräfte. 

§. 1. Unterscheidende Eigenthümlichkeiten des 

neuen Grundgesetzes. 

Im vorigen Abschnitte ist für die gegenseitige Einwirkung 
zweier bewegter Electricitätstheilchen ein neues Grundgesetz abge- 
leitet, welches sich von den früher aufgestellten sehr wesentlich 
unterscheidet. Dieser Unterschied ist in §. 13 des vorigen Ab- 
schnittes schon einmal dadurch ersichtlich gemacht, dass die den 
verschiedenen Gesetzen entsprechenden Formeln des electrodyna- 
mischen Potentials zusammengestellt sind; es wird aber nicht 
unzweckmässig sein, diese Yergleichung hier noch einmal unter 
einem besonderen Gesichtspuncte vorzunehmen. 

Wenn zwei Puncto sich bewegen, so kann man bekanntlich 

ausser den absoluten Bewegungen der beiden einzelnen Puncte 

auch die relative Bewegung beider Puncte zusammen betrachten. 

Unter der Bezeichnung relativer Bewegung werden aber noch 

zwei wesentlich von einander verschiedene BegrifiFe verstanden. 

Seien x^ y^ z und x\ y\ z* die rechtwinkligen Coordinaten der 

u -j r» X :, dx dy dz :, doi dtf d^ y^ 

beiden Puncte, so dass -jt' jt' -tt und ^r-i -^» -rr <"® 

dt dt dt dt dt dt 
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Geschwindigkeits-Gomponenien der beiden absoluten Bewegungen 
darstellen, dann sind 

dx doi dy d^ dz dt/ 
Tt dt' dt dt' dt dt 

die Geschwindigkeits-Componenten der relativen Bewegung im 
gewöhnlichen Sinne des Wortes. Ausserdem wird aber von manchen 
Autoren, insbesondere von W. Weber, die relative Bewegung 
auch so aufgefasst, dass darunter nur die Zu- oder Abnahme der 
gegenseitigen Entfernung der beiden Puncto verstanden, und dass 
daher, wenn r ihre Entfernung zur Zeit t bedeutet, die relative 

Geschwindigkeit durch ^ dargestellt wird. Um diese letztere 

relative Geschwindigkeit durch die Componenten der absoluten 
Geschwindigkeiten auszudrücken, hat man die Gleichung 

nach t zu differentüren, wodurch man erhält : 

<■> lf=H(-^(r:-'Ä+<»-^(rr-f) 

Die drei von Weber, Riemann und mir für das electrody- 
namische Potential zweier bewegter Electricitätstheilchen auf 
einander aufgestellten Formeln unterscheiden sich nun wesentlich 
dadurch von einander, dass die eine oder die andere Art von 
relativer Geschwindigkeit oder die absoluten Geschwindigkeiten 
in ihnen vorkommen. 

In der Web er' sehen Formel kommt die relative Geschwindig- 
keit der letzten Art vor, indem die Formel lautet: 

dr 

Setzt man hierin ftir -57 den obigen Ausdruck ein, so geht 

die Formel über in: 



+<-^(rM)] 



2 
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In der Kiemann' sehen Formel kommt die relative Ge- 
schwindigkeit der ersten Art vor, indem sie lautet: 

^^ c^ r l\dt dt) '^\dt dt) 

, /dz dz'Y] 

In meiner Formel endlich kommen die Gomponenten der abso- 
luten Geschwindigkeiten vor, indem sie lautet: • 

W ^ ~ '^ r \dt dt ^ Tt It '^ dt li)' 

Eine Vergleichung der drei Formeln (2 a), (3) und (4) lässt 
sofort erkennen, dass für die absoluten Geschwindigkeiten die 
letzte Formel bedeutend einfacher ist, als die beiden ersten, indem 

sie sowohl in Bezug auf -7-1 -^ und -rr' als a^ch in Bezug 

° dt dt dt 

auf -=T-? -^ und -^ homogen vom ersten Grade ist, während 

die beiden ersten Foimeln die einzelnen Geschwindigkeits-Compo- 
nenten auch quadratisch enthalten. Dieser Umstand trägt sehr 
wesentlich zur Vereinfachung aller mit dem Potential anzustellenden 
Rechnungen bei, und mit ihni hängt auch der Vorzug zusammen, 
auf welchen ich das Hauptgewicht legen muss, nämlich dass das 
durch meine Formel ausgedrückte Kraftgesetz allgemeiner zulässig 
ist, als die beiden anderen. 

Die von Weber und Riemann aufgestellten Kraftgesetze 
stehen, wie zu Anfang des vorigen Abschnittes nachgewiesen ist, 
nur dann mit der Erfahrung im Einklänge, wenn man die specielle 
Voraussetzung macht, dass ein galvanischer Strom aus zwei 
gleichen und entgegengesetzten Strömen von positiver und nega- 
tiver Electricität bestehe. Anders das von mir aufgestellte Gesetz. 
Bei der im vorigen Abschnitte ausgeführten Ableitung desselben 
habe ich zwar der Einfachheit wegen auch eine specielle Voraus- 
setzung über die Art der Electricitätsbewegung in festen Leitern 
gemacht, nämlich die, dass nur die positive Electricität ströme, 
während die negative Electricität fest an den ponderablen Atomen 
hafte. Es wurde aber schon dort in §. 11 darauf hingewiesen, 
dass die Zulässigkeit des gewonnenen Ausdruckes nicht auf den 
Fall, wo nur Eine Electricität als strömend vorausgesetzt wird, 
beschränkt ist, sondern dass er auch dann zulässig bleibt, wenn 
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man annimmt, der galyanische Strom bestehe aus zwei nach ent- 
gegengesetzten Richtungen gehenden Strömen von positiver und 
negativer Electricität, wobei es gleichgültig ist, ob man diese 
beiden Ströme ihrer Stärke nach als gleich oder als verschieden 
annimmt. In der That kann man sich auch leicht davon über- 
zeugen, dass alle Erfahrungssätze, welche im vorigen Abschnitte 
der Entwickelnng zu Grunde gelegt wurden, auch dann erfüllt 
bleiben, wenn man den gewonnenen Kraftausdruck auf eine 
Combination von zwei entgegengesetzten Strömen von positiver 
and negativer Electricität, deren Intensitäten beliebig sind, an- 
wendet. 

Diese grössere Allgemeinheit der Zulässigkeit meiner Formel 
ist sehr wichtig. Wenn man sich nämlich auch , wie ich es thue, 
der von C. Neumann gemachten Voraussetzung anschliesst, dass 
die negative Electricität fest an den ponderablen Atomen hafte, so 
ist damit doch nur für diejenigen Leiter, welche die Electricität 
ohne Mitbewegung der Atome leiten, das Strömen der negativen 
Electricität ausgeschlossen. Bei den electrolytischen Leitern 
dagegen, bei denen die Electricitätsleitung durch Bewegung der 
positiv und negativ electrischen Molecültheile vermittelt wird, 
muss man für die entgegengesetzt electrischen Molecültheile auch 
entgegengesetzt gerichtete Bewegungen annehmen, die aber wegen 
der verschiedenen Beweglichkeit der verschiedenen Molecültheile 
nicht mit gleicher Geschwindigkeit stattzufinden brauchen. Daraus 
folgt, dass ein Eraftgesetz, dessen Zulässigkeit an eine ganz be- 
stimmte Voraussetzung über die Bewegung der negativen Electri- 
cität geknüpft ist (sei es die, dass die negative Electricität sich 
eben so schnell bewege, wie die positive, oder die, dass sie sich 
gar nicht bewege), nicht auf alle galvanischen Ströme in metalli- 
schen und electrolytischen Leitern angewandt werden darf, sondern 
dass dieses nur mit einem Kraft gesetze geschehen darf, dessen 
Zulässigkeit davon, ob und wie schnell die negative Electricität 
sich bewegt, unabhängig ist. 

Wir wollen daher in den folgenden allgemeinen Entwicke- 
lungen nicht nur für die positive, sondern auch für die negative 
Electricität eine Strömungsbewegung in Rechnung bringen, wollen 
aber das Verhältniss der Geschwindigkeiten der beiden Electrici- 
täten unbestimmt lassen, indem wir zwei verschiedene Zeichen 
für die beiden Geschwindigkeiten einfuhren, denen wir nachträglich 
beliebige Werthe geben können. Dann können wir für jeden 
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electrolytischen Leiter das Yerhältniss der beiden Geschwindig- 
keiten so annehmen, wie es der Natur des Leiters entspricht, und 
für metallische Leiter können wir, gemäss der Neumann'schen 
Vorstellung, die Geschwindigkeit der negativen Electricität gleich 
Null setzen. Ja man könnte auch, wenn man sich der Web er' sehen 
Vorstellung anschliessen wollte, für die metallischen Leiter die 
Geschwindigkeit der negatiyen Electricität gleich der der positiven 
setzen. Die auf diese Weise abgeleiteten Gleichungen haben also 
den Vorzug, dass sie den verschiedenen Arten von Leitern und 
den verschiedenen Vorstellungsweisen über die Electridtäts- 
bewegung gleich gut angepasst werden können. 



§. 2. Anwendung des neuen Grundgesetzes auf die in 
bewegten linearen Leitern strömenden 

Electricitäten. 

Es möge nun das neue Grundgesetz dazu angewandt werden^ 
die zwischen zwei linearen Strömen stattfindenden ponderomotori- 
schen Kräfte und die von einem linearen Strome auf einen linearen 
Leiter ausgeübten Inductionswirkungen zu bestimmen. 

Nach diesem Gesetze gilt, wenn Xee! die :r-Componente der 
Kraft darstellt, welche ein zur Zeit t im Puncto x^ y, z befindliches 
bewegtes Electricitätstheilchen e von einem anderen um die 
Strecke r von ihm entfernten, im Puncto a/, y', e' befindlichen 
bewegten Electricitätstheilchen e! erleidet, folgende Gleichung: 

gl 



'^ dt \r dt) 



Um diese Gleichung und ebenso auch die weiter unten 
folgenden, aus ihr abgeleiteten Gleichungen bequemer schreiben 
zu können, wollen wir ein Summenzeichen von eigenthümlicher 
Bedeutung einfuhren. Wenn nämlich eine Summe aus drei 
Gliedern besteht, welche sich auf die drei Coordinatenrichtungen 
beziehen, im Uebrigen aber unter einander gleich sind, so wollen 
wir nur das auf die Ä?-Richtung bezügUche Glied wirklich hin- 
schreiben und das Vorhandensein der beiden anderen durch das 
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Smnmenzeichen andeuten, wie aus nachstehender Gleichung zu 
ersehen ist: 

^^dx da^ dx d(xf . dy dy^ . de de* 

2jdt dt ^ dt dt '^ dt dt'^ dt dt ' 

Dadurch geht die yorige Gleichung über in : 

Diese Gleichung wollen wir nun auf die in zwei linearen 
Leitern strömenden Electricitäten anwenden. Es mögen also zwei 
Yon galvanischen Strömen durchflossene Leiter s und s! gegeben 
sein, welche sich bewegen können und deren Stromintensitäten 
reränderlich sein können. In einem Leiterelemente ds denken 
wir uns gleiche Mengen von positiver und negativer Electricität 
enthalten, welche wir mit hds und — hds bezeichnen wollen. 
Die positive Electricität habe die Strömungsgeschwindigkeit c nach 
der Seite, nach welcher wir die Bogenlänge s als wachsend be- 
trachten, und die negative Electricität habe eine nach der ent- 
gegengesetzten Seite gehende Strömungsgeschwindigkeit, welche 
wir mit — Ci bezeichnen wollen. Ebenso bezeichnen wir die in 
einem Leiterelemente ds' enthaltenen Electricitätsmengen mit 
Vd^ und — h!ds* imd ihre Strömungsgeschwindigkeiten mit c* und 

- Ol!. 

Richten wir nun zunächst unsere Aufinerksamkeit auf irgend 
zwei in den beiden Leitern sich bewegende Electricitätstheilchen, 
welche sich zur Zeit t in den Puncten x^ y, e und af^ y', e* und im 
gegenseitigen Abstände r befinden, so hat jedes dieser Electricitäts- 
theilchen ausser seiner Bewegung im Leiter, welche wir kurz die 
Strömungsbewegung nennen und deren Geschwindigkeit wir, 
wie oben bei der positiven Electricität, beim einen mit c und beim 
anderen mit d bezeichnen wollen, noch dadurch eine weitere 
Bewegung, dass der Leiter selbst sich bewegt. Um die Antheile, 
welche die beiden Bewegungen an der Veränderung der Goordinaten 
und des Abstandes haben, von einander imterscheiden zu können, 
wollen wir folgende Bezeichnungsweise einführen. 

Die Goordinaten eines in einem der Leiter festen Punctes 
betrachten wir einfach als Fimctionen der Zeit ^, die Goordinaten 
des im Leiter s strömenden Electricitätstheilchens dagegen denken 
wir uns als Functionen von t imd s dargestellt, und betrachten 
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dabei s selbst wieder als Function von t Demnach ist für die 
Coordinate x des Electricitätstheilchens der vollständige Differen- 
tialcoefficient nach t so zu schreiben: 

dx dx j^ dx ds 

dt ~ dt ~^ ds dt' 

oder, wenn wir für den die Strömungsgeschwindigkeit darstellen- 
den Differentialcoefficienten -77 das oben eingeführte Zeichen c an- 

at 

wenden: 

,^. dx dx , dx 

Ebenso gilt für das im Leiter s' mit der Geschwindigkeit (/ strömende 
Theilchen die Gleichung: 

,rr^ dxf doi . ,doi 

Entsprechende Gleichungen sind natürlich auch für die beiden 
anderen Goordinatenrichtungen zu bilden. 

Der Abstand r der beiden Electricitätstheilchen von einander 
hängt wegen der Bewegung der beiden Leiter unmittelbar von f, 
und wegen der Bewegung der Electricitätstheilchen in den Leitern 
von s und s' und dadurch mittelbar von t ab. Der vollständige 

Differentialcoefficient von - nach t lautet daher: 

r 

<«) ^ = ^ + ^^ + ^^87- 

Wegen der in der Gleichung (5 a) vorkommenden zweiten 
Differentiation nach t müssen wir unser Augenmerk auch noch 
auf das Verhalten der Geschwindigkeiten c und d richten. Bei 
einem galvanischen Strome kann die Geschwindigkeit der strö- 
menden Electricitäten sich an jeder Stelle des Leiters mit der 
Zeit ändern, weil die Litensität des Stromes veränderlich sein 
kann, und ausserdem können, falls der Leiter in Bezug auf Quer- 
schnitt und Stoff nicht überall gleich ist, die Geschwindigkeiten 
an verschiedenen Stellen des Leiters verschieden sein. Wenn wir 
nun dem entsprechend bei imserem zur Betrachtung ausgewählten, 
im Leiter s sich bewegenden Electricitätstheilchen die Strömungs- 
geschwindigkeit c als Function von t und s behandeln, so haben 
wir zu setzen : 
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/n\ de de , de 

(^^ d* = 8? + ^äi' 

und ebenso für das im Leiter s' sich bewegende Electricitäts- 
theilchen: 

Nach diesen Vorbemerkungen über die Behandlung der in 
Betracht kommenden Grössen wollen wir die Kraft bestimmen, 
welche ein Stromelement ds' auf eine in einem Puncto 
concentrirt gedachte Electricitätseinheit ausüben 
würde, wenn diese mit der Geschwindigkeit e im Leiter 
s strömte. 

Zunächst möge die Kraft bestimmt werden, welche die in dem 
Elemente enthaltene positive Electricitätsmenge h'd8\ die mit 
der Geschwindigkeit e' strömt, auf jene Electricitätseinheit ausüben 
würde. Die ^-Componente dieser Kraft wird durch das Product 
Vds'X dargestellt, in welchem für X der unter (5 a) gegebene 
Ausdruck zu setzen ist, wodurch kommt: 

Hierin müssen wir das letzte Glied etwas näher betrachten. 

1 daf 
Die Grösse - -^i welche durch Einsetzung des in (7) gegebenen 

daf 
Ausdruckes von -rr die Form: 

at 



1 /dx' , . do(f\ 



erhalt, ist als Function von f, s und s' anzusehen, und demgemäss 
ist die angedeutete vollständige Differentiation nach t so auszu- 
führen: 

dt\r dt)~dt \r dtj^^ds \r dt)'^ ds' \r dt)' 

Diese Gleichung möge mit V multiplicirt und dann das letzte 
Glied in folgender Weise umgeformt werden : 

8s' Vr dt)~Z8'\r dt) r dt 8s' 
Zugleich möge bei der im vorletzten Gliede angedeuteten Differen- 

Olaasina, mech. Winnetheorie. II. |9 
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tiation berücksichtigt werden, dass nur r von s abhängig ist. 
Dann kommt: 






gl 
r äx* 

^TT dt 



"^ Ö5' V r de/ r de ds' 



Der hierin vorkommende Differentialcoefficient \. , "^ lässt sich 

durch einen anderen ersetzen. Das Leiterelement ds' ist von 
zwei Querschnitten des Leiters begrenzt, welche sich an den durch 
die Bogenlängen s' und s' + ds* bestimmten Stellen befinden. 
Durch den ersten Querschnitt strömt während der Zeit dt die 
Menge h* d dt von positiver Electricität in das Element hinein. 
Durch den zweiten Querschnitt strömt die Menge 

8(AV) 



(»v + ?^.y)d, 



aus dem Elemente heraus. Die während der Zeit dt stattfindende 
Zunahme der in dem Elemente enthaltenen positiven Electricitäts- 
menge ist also: 

Eben diese Zunahme wird aber andererseits durch: 

öl 
dargestellt, und man erhält somit die Gleichung : 

und dadurch geht die Gleichung (11) über in: 

dt \r dt) ~dt\r dtJ^'^'^Tidt^d? \7~ dt) 

, 1 dxf dh' 
"^rdtdt' 

Hierin lässt sich an der rechten Seite das erste und letzte Glied 
in eines zusammenziehen, so dass die Gleichung lautet: 
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ai 



^^^^ * 5? Vr dTJ = 8? V7 d?; + * '^ TJ dt ^ d? VT Tt )' 

Durch Einsetzung dieses Werthes in das letzte Glied des 
obigen Ausdruckes der Kraftcomponente geht derselbe über in : 






/h'<fdaf\] 

? VT di)j 



IV ^ r daf , d /h'cf da/' 
"^ '^ " "87 dF "•" 8? 



Hierin müssen wir nun endlich noch für -^r und -rr ihre unter 

a^ dt 

(6) und (7) gegebenen Werthe einsetzen, wodurch wir folgenden 

Ausdruck für die a;-Componente der von der positiven Electricitäts- 

menge W ds' ausgeübten Kraft erhalten : 

r «i 

- * '^^ Lö* Vr W + -r 8-7) + '^ 87 r W + *^ d? ) 



/ÄV 8«; , AV» 8«;\1 

''\r ^t'^ r d^)\ 



_8 /Ä' c' 80:* 
"^ 8» 



Will man femer die a;-Componente deirjenigen Kraft aus- 
drücken, welche die in dem Elemente ds' enthaltene negative 
Electricitätsmenge — V ds* auf die im Leiter s gedachte Electri- 
citätseinheit ausüben würde, so hat man dazu im vorigen Aus- 
drucke nur Ä' und d durch — h' und — d zu ersetzen, wodurch 
man erhält: 

r si 

,,, 8/ Ä'8a;' , Ä'ci8a/\ , r / ,,8a^ , ,, , d3f\ 



+ - 

^ 8* 



/y c'i daf _ Vd^d^\\ 
^\rdt r Zs')\ 



19* 
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Durch Addition dieser beiden Ausdrücke erhalten wir die 
a;-Componente der zu bestimmenden Kraft, welche das Strom- 
element ds* auf die im Leiter s gedachte, mit der Geschwindigkeit 
c strömende Electricitätseinheit ausüben würde. Bei der Aus- 
führung der Addition möge berücksichtigt werden, dass die Summe 
Ä V 4- Ä'ci die Stromintensität in s' bedeutet, welche wir mit i' 
bezeichnen und in allen Theilen des Leiters als gleich annehmen 
wollen. Wenn wir dann noch unter Einführung eines neuen 
Zeichens dieselbe :v-Gomponente durch ids' darstellen, so erhalten 
wir die Gleichung: 

r ai «i 

(14) E-'tL*8a;-^W + '^8s/8s' dt\rds') ""' ds ds' 



_ ■/ 8 /18a/ , (f — d dj^\] 



Entsprechend lauten natürlich auch die zur Bestimmung der y- 
und j^f-Componente derselben Kraft dienenden Gleichungen. 



§. 3. Ponderomotorische Kraft zwischen zwei 

Stromelementen. 

Aus der im vorigen Paragraphen bestimmten Kraft, welche 
die im Leiter s gedachte Electricitätseinheit von dem Strom- 
elemente ds' erleiden würde, können wir nun leicht auch die 
Kräfte ableiten, welche die in einem Leiterelemente ds wirklich 
enthaltenen beiden Electricitätsmengen hds und — hds von dem 
Stromelemente ds' erleiden. 

Um die a?-Componente der Kraft zu erhalten, welche die 
positive Electricitätsmenge hds^ deren Geschwindigkeit c ist, 
erleidet, brauchen wir nur den obigen Ausdruck von j mit hds da 
zu multipliciren, und diese Componente wird somit dargestellt 
durch: 



hhdsds 



■[■■ 



8- 
r 

dx 


2 


(dx 


+ ' 


?>x\ 


dxf 
8s' 


ci' 


r 
8s 


8s' 


1 

— t 


• ^ i 

8s' \ 


a 8«' 

ir 8* 



, c'— d dA, 
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Um femer die x-Gomponente der Kraft zu erhalten, welche die 
negative Electricitätsmenge — hds erleidet, brauchen wir in dem 
Torigen Ausdrucke nur h und c durch — h und — Ci zu 'ersetzen, 
wodurch wir erhalten: 



— hhdsds' 



[., ^ ^ /8^ _ 8^\ 8^ _ 8_ /£' £^\ 
* dx ^ \dt ^^ ds) 8s' dt \r ds'J 



^7d7f 



— » 



_8 



-'{\ 



dt 



+ 



!* - C{ dx'\ 



Die Summe dieser beiden Ausdrücke bedeutet die rr-Gompo- 
nente der ponderomotorischen Kraft, welche das Strom - 
dement ds von dem Stromelement ds' erleidet In dieser 
Summe heben sich alle Glieder, welche nicht c oder C\ als Factor 
haben, gegenseitig auf, und es bleibt: 

( r x-i 8^2? 8ic' 'r daf 

Hierin kann man noch das Product ä (c -f- Ci), welches die Strom- 
intensität in s bedeutet, durch das Zeichen i ersetzen. Indem 
wir den Ausdruck dann, unserer früheren Bezeichnung gemäss, 
gleich idsds' setzen, erhalten wir die zur Bestimmung von | 
dienende Gleichung, zu welcher wir auch die entsprechenden zur 
Bestimmung von 17 und i dienenden bilden wollen, nämlich: 



15) 



I 



dxdaf 




ri = TciV 



i = hü' 




da -^ 8s 8s' 

Diese Gleichungen kann man noch dadurch umgestalten dass 
man für die in ihnen vorkommende Summe andere gleichbedeu- 
tende Ausdrücke substituirt. Aus der Gleichung : 

ergiebt sich: 
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ös8s' ~* \ds 8s'"^8s 8s' "^ 8s 8s'/ ^ 8s 8s'' 

Bezeichnet man femer, wie oben, den Winkel zwischen den Rich- 
tungen der beiden Stromelemente ds und ds' mit (ss% so ist: 

cos (SS') = Sei 87- 

Infolge dieser beiden Gleichungen kann man der ersten der Glei- 
chungen (15) folgende Formen geben: 

(16) g _ - ««» ^2 -ä^ äTgi? + -07 8? 






ai 



(17) I = Mi' (^ .OS (SS') - :^ IJ 

und in gleicher Weise lassen sich natürlich auch die beiden letzten 
der Gleichungen (15) umgestalten. 

In Bezug auf diese hier gewonnenen, und auch schon im 
letzten Paragraphen des vorigen Abschnittes aus einer weniger 
allgemeinen Betrachtung abgeleiteten Ausdrücke für die Compo- 
nenten der ponderomotorischen Kraft, welche das Stromelement 
ds von dem Stromelemente äs' erleidet, ist zunächst zu bemerken, 
dass sie davon, ob der galvanische Strom aus der Bewegung nur 
Einer Electricität oder aus der Bewegung beider Electricitäten 
besteht, femer davon, ob die Stromelemente in Ruhe oder in 
Bewegung sind, und ob die Stromintensitäten in ihnen constant 
oder veränderlich sind, nicht beeinflusst werden. 

Ihrer Richtung nach unterscheidet sich die durch diese 
Ausdrücke bestimmte Kraft von derjenigen, welche Ampere ange- 
nommen hat, wesentlich dadurch, dass sie nicht in die Verbindungs- 
linie der beiden Stromelemente fallt. 

Die durch den Mittelpunct von ds gehende Gerade, in welcher 
die Kraft wirkt, lässt sich leicht geometrisch bestimmen. Nach 
der Form der obigen Ausdrücke, welche aus je zwei Gliedern 
bestehen, zerfällt die Kraft in zwei Gomponenten, von denen die 
erste eine Anziehung von der Stärke: 

Mi'dsds''-^^ 
ist, und die zweite die Richtung des Elementes ds' und die Stärke: 
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— itt'rfsds'-^— oder Jkit'rfs ds' -r ^- 

hat Daraus folgt, dass jene Gerade, in welcher die Kraft wirkt, 
in der durch r und dsf gelegten Ebene liegen muss. In dieser 
Ebene bestimmt sich ihre Richtong weiter dadurch, dass sie auf 
dem Elemente ds senkrecht sein muss. Die in die Richtung des 
Elementes ds üallende Componente der Kraft wird nämlich dar- 
gestellt durch: 

"'-»' (s ü + ' ü + 1 1^)- 

und wenn man hierin für |, 17, £ die unter (15) gegebenen Aus- 
drücke einsetzt, und dabei die Gleichung: 

^L ai gi ,1 

JF ds '^ 'df ds^ dz "ds ~ ds 

berücksichtigt, so hebt sich Alles auf und der Ausdruck wird 
Null, woraus folgt, dass die Kraft nur auf dem Elemente senkrecht 
sein kann. 

Ein anderer wesentlicher Punct, in welchem die aus dem neuen 
Grundgesetze abgeleitete Kraft von der Ampere 'sehen abweicht, 
ist folgender. Wenn die beiden Stromelemente so gerichtet sind, 
dass sie mit ihrer Verbindungslinie zusammenfallen, so würden sie 
nach der Ampere'schen Formel eine Abstossung oder Anziehung 
auf einander ausüben, je nachdem die Ströme im gleichen oder ent- 
gegengesetzten Sinne stattfinden. Nach den obigen Formeln dage- 
gen ist für diesen Fall die Kraft gleich Null. Ich glaube nicht, dass 
irgend eine erfahrungsmässig feststehende Thatsache dem letzteren 
Resultate widerspricht. Man betrachtet zwar gewöhnlich die Bewe- 
gung, welche ein auf zwei mit Quecksilber gefüllte parallele Rinnen 
gesetzter metallischer Schwimmer beim Durchgange eines galvani- 
schen Stromes annimmt, als einen Beweis für die Richtigkeit des 
aus der Ampere'schen Formel abgeleiteten Ergebnisses; ein 
solcher Schluss scheint mir aber nicht gerechtfertigt zu sein, da 
diese Bewegung sich auch auf andere Weise erklären lässt, näm- 
lich aus der Wirkung, welche die Electricität beim Uebergange 
aus dem Quecksilber in den festen Leiter und aus dem festen 
Leiter wieder in das Quecksilber auf die ponderablen Atome 
ausübt, und welche auch in zusammenhängenden Leitern bei der 



296 Abschnitt X. 

Ueberwindung 8es Leitungswiderstandes stattfindet, aber hier 
keine sichtbare Bewegung, sondern nur Wärme hervorbringen 
kann. 

Zur weiteren Vergleichung unserer oben bestimmten Kraft 
mit der von Ampere angenommenen kann besonders die in Ab- 
schnitt Vni. unter (2) gegebene, aus der Ampere' sehen Formel 
abgeleitete Gleichung dienen, nämlich : 



I = Mi' 



^l 9l 






Diese Gleichung unterscheidet sich von der unter (17) gegebenen 
nur durch das letzte Glied. Da dieses GUed ein Differentialcoeffi- 
cient nach s' ist, so giebt es bei der Integration über einen ge- 
schlossenen Strom s' oder auch über ein beliebiges System von 
geschlossenen Strömen den Werth Null. Daraus folgt, dass in 
allen Fällen, wo es sich um die von geschlossenen Strömen (zu 
denen auch Magnete zu rechnen sind), ausgeübten ponderomoto- 
rischen Kräfte handelt, die aus der Ampere'schen Formel abge- 
leiteten Resultate mit den aus dem neuen Grundgesetze sich erge- 
benden übereinstimmen. 



§. 4. Bestimmung der inducirten electromotorischen 

Kraft. 

Wir kehren nun zurück zu der Gleichung (14), nämlich : 
r ol ^1 

^ — '^V dx ^\dt^^ ds) 8s' dt \r dsO ^* 8s 8s' 

., 8 /l 8a;' , d — cj 8a/\ 
■" * 8? V 8^ "• T~ 87'yJ* 

Die durch diese Gleichung bestimmte Grösse % ist dadurch definirt, 
dass das Product idd die a:-Componente der Kraft darstellt, welche 
eine im Leiter s gedachte, mit der Geschwindigkeit c strömende 
Electricitätseinheit von dem Stromelemente ds* erleiden würde. 
Bezeichnet man die «/- und jgr-Componente derselben Kraft mit 
\)d^ und }äs', so sind die Grössen Q und 5 natürlich durch ganz 
entsprechende Gleichungen zu bestimmen. Bezeichnet man femer 
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die in der Richtung des Leiters s fallende Componente derselben 
Kraft mit ^ds\ so gilt für S die Gleichung: 

Diese Grösse, welche dem Folgenden nach von c unabhängig 
ist, steht nun mit einer anderen, um deren Bestimmung es sich 
im Folgenden handelt, in unmittelbarer Beziehung. Das Product 
^dsds' stellt nämlich dasjenige dar, was man die von dem 
Stromelemente ds^ in dem Leiterelemente ds inducirte 
electromotorische Kraft nennt. Bezeichnet man also die von 
einem endlichen Strome s' in einem endlichen Leiter s inducirte 
electromotorische Kraft mit E^ und demgemäss die von dem 
Stromelemente ds' in dem Leiterelemente ds inducirte electromo- 

torische Kraft mit ^ ^ , dsds\ so hat man zu setzen: 

dsds' 

8 = 



dsds' 

Dadurch geht die vorige Gleichung über in : 

Wenn man hierin für i den oben angeführten Ausdruck und 
für \) und 5 die entsprechenden Ausdrücke einsetzt, so heben sich 
die mit dem Factor c behafteten Glieder gegenseitig auf, und die 
übrigen geben : 

dsds' — ^U ds ^ dt ds' ^ ds dt \r ds') 

_ •' A /^l X^ ^ ^ j- ^' — gj x^ ^ —\\ 

* ds' \r ^ ds dt '^ r ^ds ds^JJ 

Hierin kann man setzen: 
gl 

* 2}s ^ dt ds' "" * ds\r ^ dt ds') r ^ dtds ds' 
und dann weiter: 

r ^dtds ds' ^ ds dt \r ds') ~ dt\r ^ ds ds')' 
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wodurch die obige Gleichung übergeht in : 

^Q^ ^^^ _ I. r 8 /*' yr» ^^ ^^\ j_ •' ^ /^l X^ ?^ ^\ 
^^^^ 878? — '^ [- 8^ Vr -^ 8F 8?/ "•" * d~s\r ^ dt ds') 

* 8«^ Vr ^ 8s 8^ "*" r ^ ds ds')\' 

Dieser Gleichung kann man noch etwas andere Formen geben. 
Wenn dö und d& die unendlich kleinen Bahnen sind, welche die 
Leiterelemente ds und ds^ während der Zeit dt zurücklegen, so 
kann man setzen: 

8£_8£^ ^ dj^^ds^dö^ 
dt ■" dö dt dt ■" 8<y' dt' 

oder unter Einführung der Zeichen: 



noch kürzer: 



dö , , dö' 

dx dx , dcd , dx^ 



Dadurch geht (19) über in: 

/0A^ 8'^ _ i. r 8 fi' ^^dxdx\,.,d/Y^ dx 8£'\ 
^^"^ 878? - '^ [- 87 Vr ^ 8i 8?; + ' gi Vr -^ 8ö 8s7 

— •' A /^z! V ^ — 4- ^ — ^1 V ^ ?^\1 

* gs' \^y 2L( 85 8(,' + y 2L( 8s 8s7J' 

Bezeichnet man nun wieder, wie früher, den Winkel zwischen den 
Richtungen der beiden Leiterelemente ds und ds' mit (ss'), unä 
ferner den Winkel zwischen den Richtungen des Leiterelementes 
ds und des Bahnelementes dö' mit (s(J')i sowie den zwischen den 
Richtungen von dö und ds' mit (ös')? so kann man die obigen 
Summen durch die Cosinus dieser Winkel ersetzen, und erhält: 

(^^^ 8^8? - H"~ 8F V r ) + ' 87 V r ) 

., 8 {ycos{s&) , (c' — cQ C(>s(ss0 \1 
"~* 87V r + r n 

Aus dieser untef (19), (20) und (21) in verschiedenen Formen 
gegebenen Differentialgleichung kann man durch Integration die 
inducirte electromotorische Kraft für jedes Stück des inducirenden 
Stromes und jedes Stück des inducirten Leiters berechnen. 

Ist der inducirende Strom s' geschlossen, so giebt das letzte 
Glied bei der Integration nach s' den Werth Null, und man erhält: 
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(22) 1^ = - * ^ fii^siß^ ^^, ^ j^., d rycosiö^ ^^ 

^ ^ ds dtj r ' dsj r 

Diese Gleichung stimmt mit den von Fr. Naumann aufgestellten 
Inductionsgesetzen überein. 

Ist der inducirte Leiter s geschlossen, so giebt bei der Inte- 
gration nach s das zweite Glied den Werth Null, und es kommt: 

„ Jci' A jT // cos (86') {d - CQ COS {ss') \ ^^ 

Sind endlich s und s' beide geschlossen, so fallen bei der 
doppelten Integration nach s und s' die beiden letzten Glieder 
fort, und man erhält daher für die von einem geschlossenen 
Strome s' in einem geschlossenen Leiter s inducirte electromotori- 
sche Kraft die einfache Gleichung: 

(24) E^-Tc ^JpLS^Ji^ ds ds', 

worin man zur Andeutung der Differentiation nach t statt des 
runden d auch das aufrechte d anwenden kann, da der zu differen- 
tiirende Ausdruck nur noch von t abhängt. 

Ganz in derselben Weise, wie wir vorher die vom Strome s' 
im Leiter s inducirte electromotorische Kraft bestimmt haben, 
können wir natürlich auch die vom Strome s im Leiter s' inducirte 
electromotorische Kraft bestimmen. Bezeichnen wir diese mit jB' 
und demgemäss die von einem Stromelemente ds in einem Leiter- 

demente ds' inducirte electromotorische Kraft mit ^ ^ , ds ds\ so 

dsds 

ist zu setzen: 

m\ ^1^ z. r ^ (icosiß^ , . a // cos (sö') \ 



. d ( y cos (ös') _. (c —■ Ci) cos (ss')W 
" 'd~s \ r ' r )\ 



§. 5. Arbeit der ponderomotorischen und electro- 

motorischen Kräfte. 

Nachdem für zwei von electrischen Strömen durchflossene 
Leiterelemente ds und ds' die auf einander ausgeübten pondero- 
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motorischen Kräfte und die gegenseitig in einander inducirten 
electromotorischen Kräfte bestimmt sind, lässt sich auch die von 
diesen Kräften gethane Arbeit leicht angeben« 

Die Componenten derjenigen ponderomotorischen Kraft, 
welche ds von ds' erleidet, wurden durch die Producte ^dsds\ 
ridsdsf und tdsd^ dargestellt und die darin Yorkommenden 
Grössen |, i^» f durch die Gleichungen (15) bestimmt, und wenn 
man in entsprechender Weise die Componenten der ponderomoto- 
rischen Kraft, welche ds! von ds erleidet, durch ^'d8ds\ rfdsds' 
und t'dsds' darstellt, so kann man zur Bestimmung von |', i]', l' 
dieselben Gleichungen anwenden, nachdem man in ihnen die 
accentuirten und unaccentuirten Buchstaben gegen einander ver- 
tauscht hat. 

Will man nun die Arbeit bestimmen, welche diese Kräfte bei 
der Bewegung der Elemente während der Zeit dt leisten , so hat 
man folgenden Ausdruck zu bilden: 

Substituirt man hierin für |, ij, f, |', i^'j V ihre Werthe, so erhält 
man: 

Hierin kann man weiter setzen: 

dl 

r^dxdx^ _ d^ n ^ dx 8a/\ l^ d^x daf 1 ^dx 8^a/ 

'dt2jzsds'~dt\r^dsds') r^dsdtdsf r-^dsds^dt 

ol 

_r ^8£8^__8_/l ^^^8£^ 1 ^ d^x dx^ 

ds'^ds dt ■~8s'V^8s dt) r^dsds'dt' 
wodurch entsteht: 

kii'dsds'dt [1(1 2 If 1^) - ^ (1 2 If öv) 

0s' \r 2j ds dtjy 
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und wenn man hiermit dieselben Umformungen yomimmt, wie mit 
(19), so erhält man für die auf die Zeit dt bezügliche Ar- 
beitder zwischen zwei Stromelementen wirkenden ponde- 
romotorischen Kräfte den Ausdruck: 

Um die Arbeit, welche von der in einem Leiter inducirten 
electromotorischen Kraft während der Zeit dt geleistet wird, aus- 
zudrücken, haben wir die electromotorische Kraft mit der im 
Leiter stattfindenden Stromintensität und dem Zeitelemente zu 
multipliciren. Wenden wir dieses auf die beiden electromotorischen 
Kräfte an, welche die Elemente ds und ds^ gegenseitig in einander 
induciren, so kommt: 

Setzt man hierin die unter (21) und (25) gegebenen Ausdrücke 
ein, so heben sich mehrere Glieder gegenseitig auf und es bleibt: 

- kdsd^dt [i ^ (^' ^^ (^^^) + 1- ^ ^ifgiiigO) , 

^ ^^, rd_ / (c — C|) cos {ss!) \ ^ d_ /(cf - cQ cos (ssO\ 1| 

Hierin lassen sich die beiden ersten in der grossen Klanmier 
stehenden Glieder durch folgende ersetzen: 

9 ZU' cos (ss')\ , ... d /cos (ss^)\ 

80 dass man für die auf die Zeit dt bezügliche Arbeit 
der von den Elementen ds und ds^ in einander indu- 
cirten electromotorischen Kräfte folgenden Ausdruck 
erhält : 

, 8 /(c — Ci) cos (s«')\ , 8 /(c' — <^i) cos (ssOMl 

+ dS \ r ) + 8? V ; )\\' 

Addirt man nun die beiden gefundenen Arbeitsgrössen, so er- 
hält man für die auf die Zeit dt bezügliche Arbeit aller 
swischen den Elementen ds und d^ wirkenden Kräfte 
ien Ausdruck: 
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, d /-/eosistf) , (& — c[)cos(8srM\ 
+ 8? (,—7 + r )\\- 

Bei der Integration dieser Ausdrücke nach s und s' treten 
fiir den Fall, dass es sich um geschlossene Leiter und Ströme han- 
delt, dieselben Vereinfachungen ein, welche schon in den Yorigen 
Paragraphen bei anderen Ausdrücken zur Sprache gekommen sind, 
indem die Glieder, welche die Form von Differentialcoefficienten 
nach s und s* haben, bei der betreffenden Integration, wenn der 
Leiter geschlossen ist, den Werth Null geben. Sind 8 und s' beide 
geschlossen, so bleiben nur die Integrale der Glieder übrig, welche 
Differentialcoefficienten nach t enthalten. Führt man dann noch 
zur Abkürzung das Zeichen ti; ein mit der Bedeutung: 

(26) u, = hff^^d8ds' 

und bezeichnet die auf die Zeit dt bezügliche Arbeit der pondero- 
motorischen Kräfte mit dÄp^ die der electromotorischen Kräfte 
mit dÄe und die aller Kräfte einfach mit dÄ^ so lauten die Glei- 
chungen : 

(27) dA^ = ii' dw 

(28) dÄe = — d(ii' fv) - iV dw 

(29) dA =~d(tV«;), 

welche Gleichungen mit den in den beiden letzten Paragraphen 
des Abschnittes VIIL gegebenen übereinstimmen. 



§. 6. Das electrodynamische Potential geschlossener 

Ströme auf einander. 

Bei der Aufstellung des neuen Grundgesetzes habe ich eine 
Grösse gebildet, welche ich das electrodynamische Potential 
zweier bewegter Electricitätstheilchen e und c' auf einander ge- 
nannt und durch folgenden Ausdruck dargestellt habe: 

, £c^ f dx dxf i dy dy^ .df^ djs\ 
r \dt It'^dtdt'^dt dt)' 

welchen man abgekürzt so schreiben kann : 
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ce' -K-^ dx dxf 



1c 






dt 



Von dieser Grösse habe ich nachgewiesen, dass ihr negatives 
Differential die Arbeit darstellt, die während der Zeit dt von 
den Kräften, welche die Theilchen auf einander ausüben, gelei- 
stet wird. 

Da nun bei geschlossenen Strömen dieselben Electricitäts- 
mengen, welche einmal in ihnen sind, auch in ihnen bleiben, so 
kann man unter Anwendung des vorigen Ausdruckes auch das 
electrodynamische Potential geschlossener Ströme auf 
einander bilden, und dieses Potential muss ebenfalls jener Be- 
dingung genügen , dass die von allen Kräften , welche die Ströme 
auf einander ausüben, während der Zeit dt geleistete Arbeit durch 
das negative Differential des Potentials dargestellt wird. 

Um das Potential auszudrücken, betrachten wir zunächst zwei 
Elemente, ds und ds', der beiden Ströme. In diesen sind die Elec- 
tricitätsmengen Äds, — Äds, V ds* und — Ä'ds' enthalten. Die 
Geschwindigkeiten dieser Electricitätsmengen sind in §. 2 näher 
bestimmt und die in die o^-Richtung fallenden Componenten der- 
selben werden dargestellt: 



ir die Menge 


hds durch 


dx , dx 
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da! , daf 
dt "' ÖS' 



und entsprechende Ausdrücke gelten für die in die anderen Coor- 
dinatenrichtungen fallenden Geschwindigkeitscomponenten. Indem 
wir nun die vier Gombinationen von je einer in ds und einer in 
ds* enthaltenen Electricitätsmenge bilden, können wir für jede 
dieser Gombinationen das electrodynamische Potential der beiden 
Mengen auf einander ausdrücken. Diese Potentiale werden dar- 
gestellt 
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hVdsds^ 



für hdsxL A' äs' durch ¥ 



r 






,, ,,,, ,hh'dsd^^^ri/dx dx\/daf , .dsf^ 

,-hdB, h'd^ , _A;_-_2(gj-<^g^XäT+'^8?, 

,, ,, ,, jhh'dsds'^sr^/dx dx\/daf M\ 

,-hds„-Vdsf „ fc--j^2(äi— ''^8iAw-''>87; 

Die Summe dieser vier Ausdrücke, welche das Potential der 
beiden in dem einen Stromelemente enthaltenen Electricitäts- 
mengen auf die beiden im anderen Stromelemente enthaltenen 
darstellt, ist einfach: 

* —r ('^ + «x) (<^ + c{) S 87 87 

oder auch , wenn man die Producte ä (c + ^) ^^^^ ä' {d + ^O' 
welche die Stromintensitäten bedeuten, durch i und f', und die 
angedeutete Summe durch cos {ss) ersetzt: 

, .., cos (ss') , , , 

Jett' ^^ — - dsds. 

r 

Durch Integration dieses Ausdruckes über die beiden geschlos- 
senen Stromcurven erhalten wir das Potential der beiden Ströme 
auf einander. Indem' wir dieses mit W bezeichnen, gelangen wir 
zu der Gleichung: 

(30) W = Tcii'ff^^^^ dsds\ 

welche sich unter Anwendung des durch (26) definirten Zeichens 
w noch kürzer so schreiben lässt: 

(31) W=iVw. 

In Abschnitt VIII., §. 6. wurde eine von Fr. Neumann einge- 
führte Grösse erwähnt, welche wir das magnetische Potential 
der Ströme auf einander nannten und mit Q bezeichneten, und 
welche durch folgenden Ausdruck dargestellt wird: 

-Mi'ff^^^dsds' 
oder unter Anwendung des Zeichens w durch: 
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Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem für W gefunde- 
nen ergiebt sich, dass das von uns aus dem Grundgesetze abge- 
leitete electrodynamische Potei^tial geschlossener Ströme auf 
einander dem von Neumann eingeführten Potential dem absolu- 
ten Werthe nach gleich, dem Vorzeichen nach aber entgegen- 
gesetzt ist 

Betrachten wir nun endlich die am Schlüsse der vorigen 
Paragraphen gegebenen Ausdrücke der während der Zeit dt ge- 
thanen Arbeit, so sehen wir, dass die Arbeit aller von geschlosse- 
nen Strömen auf einander ausgeübten Kräfte in der That durch 
das negative DiflFerential ihres electrodynamischen Potentials dar- 
gestellt wird. Der für die Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 
allein gewonnene Ausdruck iV dw dagegen ist nur dann das nega- 
tive Differential des magnetischen Potentials, wenn die Strom- 
intensitäten constant sind, oder wenigstens ein constantes Pro- 
duct haben: 



Clausins, mech. Wftrmeiheorie. H. ' 20 



ABSCHNITT XL 



Disoussionen über die meohanisolie Behandlung der 

Wärme und Eleotrioität. 

§. 1. Aus thermoelectrischen Erscheinungen entnomme- 
ner Einwand von Tait 

Schon am Schlüsse des ersten Bandes dieses Werkes ist davon 
die Rede gewesen, dass Hr. Tait sein Verfahren, meine Arbeiten 
über die mechanische Wärmetheorie, trotz ihrer von ihm selbst 
anerkannten Priorität, doch hinter den entsprechenden Arbeiten 
englischer Autoren zurückzusetzen, durch die Behauptung moti- 
virt hat, der von mir aufgestellte Grundsatz, dass die Wärme nicht 
von selbst aus einem kälteren in einen wärmeren Körper über- 
gehen kann , sei falsch. Auf eine Besprechung der zum Beweise 
seiner Behauptung angeführten , auf thermoelectrische Ströme be- 
züglichen Gründe konnte ich aber dort, wo von electrischen Er- 
scheinungen noch nicht die Rede gewesen war, nicht eingehen, 
und ich behielt mir dieselbe daher für den zweiten Band vor. Diese 
Besprechung will ich nun hier folgen lassen , indem ich aus einer 
von mir veröflFentlichten Erwiderung i) das Wesentlichste mittheile. 

Von den beiden von ihm zur Widerlegung des Satzes ange- 
führten Erscheinungen will ich zunächst diejenige besprechen, von 
welcher er sagt, dass sie einen ausgezeichneten Beweis für die 
Unrichtigkeit des Grundsatzes liefere. Es ist nämlich die Erschei- 
nung, dass eine thermoelectrische Batterie, bei welcher der Siede- 



1) Pogg. Ann. Bd. 146, S. 308. 
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und Gefrierpunct des Wassers als Temperaturen der Löthstellen 
angewandt werden, im Stande ist, einen feinen Draht zum Glühen 
zu bringen. 

Um die völlige Grundlosigkeit dieses Einwandes nachzuwei- 
sen, brauche ich nur an dasjenige zu erinnern, was ich schon im 
Jahre 1853 in meiner Abhandlung über thermoelectrische Er- 
scheinungen ^) auseinandergesetzt habe, und was man im siebenten 
Abschnitte dieses Bandes wiedergegeben findet. Ich habe dort 
gezeigt, dass ein thermoelectrisches Element (und natürlich ebenso 
eine thermoelectrische Batterie) sich mit einer Dampfmaschine 
vergleichen lässt, indem die erwärmte Löthstelle dem Kessel und 
die kalte Löthstelle dem Condensator entspricht. An der warmen 
Löthstelle wird einem Wärmereservoir, dessen Temperatur wir ti 
nennen wollen, Wärme entzogen, und an der kalten Löthstelle wird 
an ein anderes Wärmereservoir, dessen Temperatur ^o heissen 
möge , Wärme abgegeben. Die abgegebene Wärmemenge ist aber 
etwas geringer, als die aufgenommene, und wir wollen daher die 
abgegebene Wärmemenge für die Zeiteinheit mit Q und die auf- 
genommene mit Q -}- q bezeichnen. Der eine Theil q der letzte- 
ren Wärmemenge wird zu der für die Erzeugung des electrischen 
Stromes nöthigen Arbeit verbraucht, und der andere Theil Q geht 
aus einem Körper von der Temperatur ti in einen anderen von der 
Temperatur ^o über. 

Wenn man die Arbeit, welche von einer Dampfmaschine ge- 
leistet wird, dazu verwendet, um Beifoungswiderstände oder sonstige 
passive Widerstände zu überwinden, so verwandelt sie sich dabei 
wieder in Wärme und kann unter geeigneten Umständen eine Tem- 
peratur erzeugen, die weit über der des Dampfkessels liegt. Ebenso 
kann bei der thermoelectrischen Batterie die Arbeit, welche ge- 
leistet werden musste, um die Electricität in Bewegung zu setzen, 
sich, bei der Ueberwindung von Leitungswiderständen wieder in 
Wärme verwandeln, und kann auch hier unter geeigneten Umstän- 
den eine Temperatur erzeugen, die viel höher ist, als diejenige 
der erwärmten Löthstellen. Es kann z. B., wie Hr. Tait anführt, 
wenn die erwärmten Löthstellen nur die Temperatur des sieden- 
den Wassers haben, ein Draht bis zum Glühen erhitzt werden. 

Bezeichnen wir die Temperatur, welche der Draht annimmt, 
und welche dann beliebig lange constant erhalten werden kann, 



1) Pogg. Ann. Bd. 90, S. 513. 

20= 
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mit ^2, so können wir sagen: ein Theil derjenigen Wärmemenge 
g, welche in der Batterie zu Arbeit verbraucht wird, kommt in 
einem anderen Körper von der Temperatur ^ wieder als Wärme 
zum Vorschein. Da nun jene zu Arbeit verbrauchte Wärme aus 
einem Wärmereservoir von der Temperatur ti herstammt, so er- 
halten wir als ein Resultat des Processes den Uebergang einer 
gewissen Wärmemenge aus einem Körper von der Temperatur ^ 
in einen Körper von der höheren Temperatur t^. 

Die Frage , um deren Entscheidung es sich handelt , ist nun 
die, ob dieser Wärmeübergang von niederer zu höherer Tempera- 
tur von selbst stattgefunden hat. 

Unter der kurzen Bezeichnung von selbst verstehe ich, wie 
ich es vielfach erläutert habe, ohne gleichzeitiges Eintreten 
einer anderen als Compensation dienenden Veränderung. 
Sofern wir es mit Kreisprocessen zu thun haben, giebt es zwei 
Arten von Veränderungen, welche als Compensation dienen kön- 
nen, nämlich erstens den Uebergang von Wärme aus einem wär- 
meren in einen kälteren Körper, und zweitens den Verbrauch von 
Arbeit oder, bestimmter ausgedrückt, die Verwandelung von Arbeit 
in Wärme. 

Betrachten wir nun unter diesem Gesichtspuncte unsere thermo- 
electrische Batterie mit dem dünnen Leitungsdrahte, welcher zum 
Glühen gebracht wd, so sehen wir, dass zwar die Wärmemenge q 
zum Theil voji der Temperatur ti zur höheren Temperatur ^2 über- 
geht, dass aber gleichzeitig die andere Wärmemenge Q von der 
Temperatur ti zur niederen Temperatur ^0 übergeht. Dieser letz- 
tere Wärmeübergang bildet die Compensation des ersteren, und 
wir dürfen daher nicht sagen, der erstere Wärmeübergang habe 
von selbst stattgefunden. 

Der hier besprochene Fall ist so einfach und klar, dass man 
ihn als ein ganz geeignetes Beispiel zur Erläuterung und Bestäti- 
gung meines Grundsatzes wählen könnte, und gerade diesen Fall 
hat Hr. Tait zum Beweise seiner Unrichtigkeit ausgewählt. 

Als anderen Fall , welcher meinem Grundsatze widersprechen 
soll, führt Hr. Tait eine thermoelectrische Kette an, in welcher 
die heisse Löthstelle eine Temperatur hat, die höher ist, als der 
neutrale Punct. Es handelt sich also um eine solche thermo- 
electrische Kette, bei welcher durch gesteigerte Erwärmung der 
einen Löthstelle der Strom nicht fortwährend verstärkt wird, son- 
dern wo der Strom von einer gewissen Temperatur an wieder ab- 
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nimmt und bei noch weiterer Steigerung der Temperatur sogar 
seine Richtung ändern kann. 

Diese Erscheinung habe ich ebenfalls in meiner oben citirten 
Abhandlung schon besprochen. Ich habe sie durch die Annahme 
zu erklären gesucht, dass in einem der beiden Metalle, aus denen 
eine solche Kette besteht (oder auch in allen beiden), durch die 
Temperaturveränderung eine Aenderung des Molecularzustandes 
veranlasst wird, welche bevdrkt, dass der veränderte Theil des 
Metalles sich zum unveränderten Theile in electrischer Beziehung 
so verhält, wie zwei verschiedene Metalle. Sobald eine Aenderung 
dieser Art eingetreten ist, wirken nicht nur an den Berührungs- 
stellen verschiedener Metalle, sondern auch da, wo verschieden be- 
schaflFene Theile desselben Metalles sich berühren, electromoto- 
rische Kräfte. Demnach wird nicht bloss an den Löthstellen, son- 
dern auch an anderen Stellen , welche sich im Inneren der einzel- 
nen Metalle befinden, Wärme erzeugt oder verbraucht, und wir 
müssen daher, um alle vorkommenden Wärmeübergänge zu be- 
stimmen, nicht bloss die Temperaturen der Löthstellen, sondern 
auch die Temperaturen jener anderen Stellen berücksichtigen. 

Dadurch vrird natürlich die Sache complicirter. Auch haben 
wir von den erwähnten Veränderungen, obwohl ihr Vorhanden- 
sein in einzelnen Fällen schon nachgewiesen ist, doch noch zu we- 
nig specielle Kenntnisse, um alle in einer solchen Thermokette 
stattfindenden Vorgänge ins Einzelne verfolgen zu können. In- 
dessen wird man nicht in Abrede stellen, dass in der von mir ge- 
machten Annahme wenigstens die Möglichkeit einer Erklärung 
der betreffenden Erscheinungen liegt, und aus der am Ende des 
siebenten Abschnittes mitgetheilten Entwicklung von Budde kann 
man ersehen, wie sich diese Erklärung ganz in Uebereinstimmung 
mit meinem Grundsatze durchfuhren lässt. Es kann also auch aus 
diesen Erscheinungen kein Einwand gegen meinen Grundsatz ent- 
nommen werden. 



§. 2. Einwand von F. Kohlrausch. 

In einem interessanten Aufsatze über Thermoelectricität, 
Wärme- und Electricitätsleitung von F. Kohlrausch i) ist ein 
Einwand gegen die von mir aufgestellte Theorie der thermoelectri- 

1) Göttmger Nachrichten Febr. 1874 und Pogg. Ann. Bd. 156, S. 601. 
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sehen Ströme erhoben, welcher sich auf einen in der mechani- 
schen Wärmetheorie scheinbar hervortretenden Widerspruch stützt, 
und daher einer näheren Beleuchtung bedarf. Da die Stelle, 
welche den Einwand enthält, nur ku^'z ist, so wird es am besten 
sein, sie hier wörtlich anzuführen. 

Nachdem Kohlrausch gesagt hat, die mechanische Wärme- 
theorie nehme bei der Bestimmung der von der Wärme geleiste- 
ten Arbeit auf die durch Leitung ausgeglichene Wärme keine 
Rücksicht, und wer dieses Verfahren unter allen Umständen als 
erlaubt ansehe, werde daraus gegen seine Hypothese, dass ein 
Wärmestrom Arbeit leisten könne, einen erheblichen Einwand ab- 
leiten, fährt er fort: 

„Nun liegt aber im Gebiete der Electricität ein anderer Fall 
vor, der nach meiner Ansicht mit den Grundsätzen der mechani- 
schen Wärmetheorie, oder mit anderen Worten, mit dem Clau- 
8 ins 'sehen Satze, dass die Wärme nicht von selbst aus niederer 
zu höherer Temperatur übergeht, nicht anders in Uebereinstim- 
mung gebracht werden kann, als wenn man der Wärmeleitung 
eine wesentliche Rolle bei dem Vorgang zuschreibt. In seiner 
Polemik gegen Clausius hatte Tait den genannten Grundsatz 
als unrichtig hingestellt, weil man mittelst einer Thermosäule von 
geringer Temperatur einen Draht zum Glühen bringen könne. 
Clausius widerlegt diesen Einwand leicht, indem ja die Tempe- 
raturerhöhung der in dem Drahte entvrickelten Wärme nach Pel- 
tier begleitet ist von einem Uebergang einer anderen Wärme- 
menge von der warmen zur kalten Löthstelle der Thermosäule 
(Pogg. Ann. Bd. CXLVI, S. 310). Bei dieser Widerlegung wird 
indessen offenbar vorausgesetzt, was ja auch in Wirklichkeit immer 
zutriflFt, dass die in dem erhitzten Drahte entwickelte Temperatur 
eine Grenze hat. Könnte man diese Temperatur beliebig steigern, 
so würde durch den Uebergang einer endlichen Wärmemenge in 
der Thermosäule zu einer um eine endliche Grösse niedrigeren 
Temperatur eine andere endliche Wärmemenge zu beliebig hoher 
Temperatur erhoben werden können." 

Die im letzten Satze erwähnte Erhebung einer endlichen 
Wärmemenge zu beliebig hoher Temperatur ist es, in welcher 
Kohlrausch einen in meiner Theorie liegenden Widerspruch er- 
blickt, und durch welchen er bewogen wird, auch die Wärme- 
leitung in den- Kreis der Betrachtungen zu ziehen. Ich glaube 
aber nachweisen zu können, dass bei einer, wenn auch bisher nicht 
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bestimmt ausgesprochenen, so doch ganz im Geiste der mechani- 
schen Wärmetheorie liegenden Auffassung der Sache dieser Wider- 
spruch, auch ohne die Hinzuziehung der Wärmeleitung, ver- 
schwindet. 

Um die Natur des betreffenden Vorganges, welchen Kohl- 
rausch für die Thermosäule hervorgehoben hat, besser beurthei- 
len zu können, wird es zweckmässig sein, zu zeigen, dass er auch 
bei anderen thermodynamischen Maschinen, z. B. bei der Dampf- 
maschine, vorkommen kann. Bei dieser nimmt der die Wirkung 
der Wärme vermittelnde Stoff (das Wasser) im Kessel, dessen ab- 
solute Temperatur Ti heissen möge, Wärme auf, und im Conden- 
sator, dessen absolute Temperatur wir To nennen wollen, giebt er 
wieder Wärme ab. Die abgegebene Wärmemenge ist aber gerin- 
ger als die aufgenommene^ und den Ueberschuss der letzteren kön- 
nen wir, wenn wir von den durch die UnvoUkommenheiten der 
Maschinen bedingten Verlusten absehen, als in Arbeit verwandelt 
betrachten. Bezeichnen wir also die während der Zeiteinheit im 
Kessel aufgenommene Wärmemenge mit ^ + g, und die im Con- 
densator abgegebene mit Q^ so ist q die in Arbeit verwandelte 
Wärmemenge, während Q die von der Temperatur Ti zur Tempe- 
ratur Tq übergehende Wärmemenge ist. 

Wenn nun die von der Maschine geleistete Arbeit dazu ver- 
wandt wird, einen Reibungswiderstand zu überwinden, so verwan- 
delt sie sich dabei wieder in Wärme, und es kommt somit jene 
Wärmemenge g, welche zu der Arbeit verbraucht wurde, in den 
sich reibenden Körpern, deren absolute Temperatur Tq sein möge, 
wieder als Wärme zum Vorschein. Man kann also sagen, diese 
Wärmemenge sei von der Temperatur Ti , bei welcher sie von der 
Maschine aufgenommen wurde, zur Temperatur Tg übergeführt. 
Da nun die Temperatur T^ der sich reibenden Körper beliebig 
hoch sein kann, so gelangen wir auch hier zu jenem Resultate 
dass durch den Uebergang einer endlichen Wärmemenge (Q) zu 
einer um eine endliche Grösse niedrigeren Temperatur (von Ti 
zu To) eine andere endliche Wärmemenge (q) zu einer beliebig 
hohen Temperatur (Tj) erhoben werden kann. 

Um nun zunächst zu sehen, in welcher Weise die Temperatur 
T2 in den Gleichungen der mechanischen Wärmetheorie vorkommt, 
haben wir den für den Aequivalenzwerth des Ueberganges der 
Wärmemenge q von der Temperatur Tj zur Temperatur Tg gel- 
tenden Ausdruck zu bilden, nämlich: 
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Dieser Ausdruck stellt, wenn Tj > Ti, eine negative Grösse 
dar, deren absoluter Werth mit wachsender Temperatur Tj zu- 
nimmt; aber diese Zunahme findet nicht etwa bis ins Unbegrenzte 
statt, sondern der Ausdruck nähert sich bei fortwährendem Wach- 
sen von Ta nur dem bestimmten endlichen Werthe 

X 

welcher der Aequivalenzwerth der Verwandlung der Wärmemenge 
q von der Temperatur Ti in Arbeit ist. Dieses Verhalten der For- 
meln ist ganz mit jenem Umstand in Uebereinstimmung, dass 
eine einmal in Arbeit verwandelte Wärmemenge auch wieder in 
Wärme von beliebig hoher Temperatur verwandelt werden kann. 

Wenn nun aber hierbei von beliebig hoher Temperatur die 
Rede ist, so darf darunter doch nicht eine im streng mathemati- 
schen Sinne unendlich hohe Temperatur verstanden werden, son- 
dern es ist in dieser Beziehung durch die Natur der Sache selbst, 
ohne dass man die Wärmeleitung dabei zu Hülfe zu nehmen 
braucht, eine gewisse Grenze gegeben. 

Um dieses zu erkennen und von der Art der Grossen, um 
welche es sich dabei handelt, einen ungefähren Begriff zu bekom- 
men , wollen wir uns denken , die von der Maschine geleistete Ar- 
beit werde zunächst dazu angewandt, einen Körper von gegebener 
Masse, z. B. eine Masseneinheit, in Bewegung zu setzen, und diese 
Massenbewegung sei es nun , welche in Wärme verwandelt werden 
solle. Dann haben wir es nur noch mit der Verwandlung einer 
Art von Bewegung in eine andere Art von Bewegung zu thun, 
wodurch der Schluss über die Höhe der erreichbaren Temperatur 
erleichtert wird. 

Wenn man unter der absoluten Temperatur eines Körpers 
die mittlere lebendige Kraft der einzelnen bei der als Wärme be- 
zeichneten Bewegung sich selbständig bewegenden Körpertheil- 
chen, nämlich der Atome, versteht, so kann man den Satz, dass 
ein Körper einen anderen nicht zu einer höheren Temperatur, als 
er selbst hat, erwärmen kann, so ausdrücken: Die Atome des 
einen Körpers können den Atomen des anderen keine Bewegungen 
mittheilen, deren lebendige Kräfte im Mittel grösser sind, als ihre 
eigenen. Wenden wir diesen Satz nun auch auf den Fall an, wo 
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eine sich im Ganzen bewegende Masseneinheit die Atome eines 
Körpers in schnellere Bewegung versetzen und dadurch Wärme 
erzeugen soll, so können wir sagen, dass die höchste dadurch er- 
reichbare Temperatur diejenige sein würde, bei welcher ein einzel- 
nes Atom eine eben so grosse lebendige Kraft hätte, wie die ganze 
bewegte Masseneinheit. Hierdurch gelangen wir zu einem ganz 
ausserordentlich grossen aber nicht gerade zu einem unendlich 
grossen Werthe, ähnlich wie die Masse eines Atoms gegen eine 
Masseneinheit ganz ausserordentlich klein, aber nicht gerade un- 
endlich klein ist. 

Natürlich soll diese Betrachtung nicht dazu dienen, uns einen 
bestimmten ein für allemal geltenden Werth als Grenze der er- 
reichbaren Temperaturen zu geben, da ja mit der Grösse der Ar- 
beit auch die lebendige Kraft der Massenbewegung, welche an 
ihre Stelle gesetzt werden kann, verschieden ist, aber sie giebt 
wenigstens eine Vorstellung von der Ordnung der betreffenden 
Grössen. 

In den Gleichungen der mechanischen Wärmetheorie ist die 
hier besprochene Beschränkung in Bezug auf die erreichbaren Tem- 
peraturen nicht ausgedrückt. In diesen Gleichungen kommen näm- 
lich, wie wir es in den oben betrachteten Aequivalenzwerthen ge- 
sehen haben, die reciproken Werthe der Temperaturen vor, und 
dabei sind die reciproken Werthe jener hohen Grenztemperaturen 
ihrer Kleinheit wegen vernachlässigt. Darin liegt nun freilich eine 
Ungenauigkeit, indessen wird man bei der enormen Höhe jener 
Grenztemperaturen gewiss zugestehen, dass dieses nur eine solche 
Ungenauigkeit ist, wie sie fast jeder physikalischen Gleichung an- 
haftet, indem es nur wenige physikalische Gleichungen giebt, die 
in der Form, in welcher man sie bei den wirklich vorkommenden 
Processen anwendet, auch in aller Strenge bis ins Unendliche an- 
wendbar sind. 

Ich habe mich übrigens schon lange, bevor ich die hier mit- 
getheilten und zuerst in Pogg. Ann. Bd. 160 veröffentlichtöh Be- 
merkungen zu dem Einwände von Kohlrausch schrieb, bei einer 
anderen Gelegenheit in ähnlicher Weise ausgesprochen. In einer 
im Jahre 1865 veröffentlichten Abhandlung i) ist bei Besprechung 



*) Ueber verschiedene für die Anwendung bequeme Formen der Haupt- 
gleichungen der mechanischen Wärmetheorie, Pogg. Ann. Bd. 125, S. 353, 
und Abhandlungensammlung Bd. II, S. 1. 
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des von mir eingeführten Begriffes des Verwandlungswerthes der 
Wärme davon die Rede, wie man den Verwandlungswerth einer 
solchen Bewegung , die von einer grösseren ponderablen Masse im 
Ganzen ausgeführt wird, zu bestimmen hat. Dieser Verwandlungs- 
werth wird in den Formeln der mechanischen Wärmetheorie sei- 
ner Kleinheit wegen vernachlässigt; ich habe aber nicht gesagt, 
dass er Null sei, sondern habe mich folgendermaassen ausgespro- 
chen i): „Wenn eine Masse, welche so gross ist, dass ein Atom 
dagegen als verschwindend klein betrachtet werden kann, sich als 
Ganzes bewegt, so ist der Verwandlungswerth dieser Bewegung 
gegen ihre lebendige Kraft gleichermaassen als verschwindend 
klein anzusehen." Hierin ist also nicht nur darauf hingewiesen, 
dass die betreffende Grösse nicht im streng mathematischen Sinne 
unendlich klein ist, sondern es ist auch die Ordnung ihrer Klein- 
heit durch den damit in Zusammenhang gebrachten Vergleich 
zwischen der Masse eines Atomes und der ganzen Masse, um deren 
Bewegung es sich handelt, bestimmt festgestellt. 



§; 3. Anderer Einwand von Tait. 

In einem vor Kurzem erschienenen Buche des Hrn. Tait 
jfLectures on some recent advances in Physical Science^ second edi- 
tion^ London 1876^ wird auf |). 119 ein neuer Gegengrund gegen 
meinen Satz geltend gemacht, welchen ich mir erlauben will, eben- 
falls hier zu besprechen. 

Hr. Tait führt eine von Maxwell angestellte Betrachtung 
an, welche sich darauf bezieht, wie man es sich etwa als möglich 
vorstellen könne, dass Wärme ohne einen gleichzeitigen Verbrauch 
von Arbeit aus einem kälteren in einen wärmeren Körper über- 
gehen könne. Maxwell fjeht von der kinetischen Gastheorie aus, 
in welcher angenommen wird, dass in einer Gasmasse selbst dann, 
wenn*keine Strömungen in ihr stattfinden und ihre Temperatur 
durchweg gleich ist, die Molecüle ungleiche Geschwindigkeiten 
haben, und seine Betrachtung besteht narh Tait in Folgendem: Er 
setzt den Fall, dass solche imaginäre Wesen, welche Thomson 
vorläufig Dämonen nennt — kleine Geschöpfe ohne Beharrungs- 



^) I^ogg. Ann. Bd, 125, S, 399, und Abhandlungen Sammlung Bd. H, 
B. 43, 
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vermögen, von ausserordentlicher Sinnenschärfe und Intelligenz 
und wunderbarer Beweglichkeit — (such imaginary hdngs^ whom 
Sir W. Thomson provisiondlly cdlls demons — smaU creatures 
without inertia^ of extremely acute senses and inteUigence, and mar- 
vellous agility — ) die Partikelchen eines Gases überwachten, wel- 
ches sich in einem Gefässe befände, worin eine Scheidewand wäre, 
die sehr viele, ebenfalls von Beharrungsvermögen freie Klappen 
hätte, und dass diese Dämonen die Klappen in geeigneten Momen- 
ten öfineten und schlössen, und zwar so, dass sie die schnelleren 
Partikelchen aus der ersten Abtheilung des Gefasses in die zweite 
und eine ebenso grosse Anzahl langsamerer Partikelchen aus der 
zweiten Abtheilung in die erste liessen. Wenn dieser Fall statt- 
fände, so würde natürlich das Gas in der zweiten Abtheilung all- 
mählich immer wärmer und das in der ersten immer kälter wer- 
den, und somit Wärme aus einem kälteren in einen wärmeren Kör- 
per übergehen. 

Hr. Maxwell hat diesen von ihm ersonnenen imaginären 
Vorgang nur dazu angewandt i), die Verschiedenheit der Rech- 
nungsmethode, welche bei der Behandlung des zweiten Haupt- 
satzes der mechanischen Wärmetheorie anzuwenden ist, und welche 
er die statistische Methode nennt, von der eigentlich dynamischen 
Methode zu veranschaulichen. Hr. Tait dagegen nimmt keinen 
Anstand, diesen Vorgang einfach als Gegenbeweis gegen meinen 
Satz geltend zu machen, indem er sagt, dieser Vorgang, für sich 
allein, sei absolut verhängnissvoll für meine Schluss weise (which^ 
alo-ne^ is absolutely fatal to Glausius^ reasoning). 

Dieses kann ich in keiner Weise zugeben. Wenn die Wärme 
als eine Molecularbewegung betrachtet wird , so ist dabei zu be- 
denken, dass die Molecüle so kleine Körpertheilchen sind, dass es 
für uns unmöglich ist, sie einzeln wahrzunehmen. Wir können 
daher nicht auf einzelne Molecüle für sich allein wirken , oder die 
Wirkungen einzelner Molecüle für sich allein erhalten, sondern 
haben es bei jeder Wirkung, welche wir auf einen Körper aus- 
üben oder von ihm erhalten, gleichzeitig mit einer ungeheuer 
grossen Menge von Molecülen zu thun, welche sich nach allen mög- 
lichen Richtungen und mit allen überhaupt bei den Molecülen 
vorkommenden Geschwindigkeiten bewegen, und sich an der Wir- 
kung in der Weise gleichmässig betheiligen, dass nur zufällige 



1) Theory of Heat, London 1871, p. 308, 
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Verschiedenheiten vorkommen, die den allgemeinen Gesetzen der 
Wahrscheinlichkeit unterworfen sind. Dieser Umstand bildet ge- 
rade die charakteristische Eigenthümlichkeit derjenigen Bewegung, 
welche wir Wärme nennen, und auf ihm beruhen die Gesetze, 
welche das Verhalten der Wärme von dem anderer Bewegungen 
unterscheiden. 

Wenn nun Dämonen eingreifen, und diese charakteristische 
Eigenthümlichkeit zerstören, indem sie unter den Molecülen einen 
Unterschied machen, und Molecülen von gewissen Geschwindigkei- 
ten den Durchgang durch eine Scheidewand gestatten, Molecülen 
von anderen Geschwindigkeiten dagegen den Durchgang verweh- 
ren, so darf man das, was unter diesen Umständen geschieht, nicht 
mehr als eine Wirkung der Wärme ansehen und erwarten, dass 
es mit den für die Wirkungen der Wärme geltenden Gesetzen 
übereinstimmt. 

Ich glaube daher meine Erwiderung auf den Einwand des 
Hm. Tait in die kurze Bemerkung zusammenfassen zu können, 
dass mein Satz sich nicht darauf bezieht, was die Wärme mit Hülfe 
von Dämonen thun kann, sondern darauf, was sie für sich allein 
thun kann. 

Nachdem ich die vorstehend mitgetheilten Gegenbemerkungen 
gegen den Tait 'sehen Einwand in Wied. Annalen veröffentlicht 
hatte, hat Hr. Tait in einer neueren Schrift i) seinen Einwand 
durch den Ausspruch wenigstens theilweise aufrecht zu erhalten ge- 
sucht, dass das, was Dämonen im grossen Maassstabe thun können, 
in der Wirklichkeit ohne Hülfe von Dämonen, wenn auch in einem 
sehr kleinen Maassstabe, in jeder Gasmasse vor sich gehe, [that 
what demons could do on a large scäle^ really goes on mthout the help 
qf demons (though in a very small scale) in every mass of gas\ 

Hiermit ist, wenn ich es recht verstehe. Folgendes gemeint. 
Wenn zwei Gasmassen A und B in Berührung sind, so flie- 
gen fortwährend Molecüle von A nach B und umgekehrt von B 
nach A. Haben die beiden Gasmassen gleiche Temperaturen, so 
haben auch die von A nach B fliegenden Molecüle durchschnitt- 
lich dieselbe lebendige Kraft, wie die von B nach A fliegenden. 
Da aber die Geschwindigkeiten der einzelnen Molecüle verschie- 
den sind, so können in einzelnen Momenten Abweichungen von 



1) Sketch of ThermodynamtcSj second edition, Edinburgh 1877 y in der 
Vorrede S. XVm. 
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dein dnrchschmttliclien Yerhatten stattfinden, und es kann x. B. 
vorkommen, dass in einem gewissen Momente zufallig unter den 
Ton Ä nach B fliegenden Molecülen diejenigen mit grösseren Ge- 
schwindigkeiten und unter den von B nach A fliegenden diejeni- 
gen mit kleineren Geschwindigkeiten vorwiegen. Dadurch steigt 
für einen Augenblick die Temperatur in B und sinkt die Tempe- 
ratur in Ai und es geht also momentan etwas Wärme aus der da- 
durch kälter werdenden Gasmasse in die wärmer werdende über. 
Dieses soll nach Um. Tait mit meinem Grundsatze im Wider- 
spruche stehen. 

Hiergegen brauche ich wieder nur zu sagen, dass es sich im 
zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie und ebenso 
in meinem Grundsatze gar nicht darum handelt, was in einzelnen 
Momenten zufallig bald in einem, bald im entgegengesetzten Sinne 
geschehen kann, sondern darum, was durchschnittlich nach den 
Kegeln der Wahrscheinlichkeit geschieht. Der Ueberschuss von 
lebendiger Kraft, welcher durch eine in einem gewissen Momente 
stattfindende zufallige Abweichung vom durchschnittlichen Verhal- 
ten vom kälteren zum wärmeren Gase übergehen kann, ist im Ver- 
gleiche zu den für uns messbaren Wärmemengen eine Grösse von 
derselben Ordnung, wie die Masse eines einzelnen Molecüls im 
Vergleiche zu den unserer directen Wahrnehmung zugänglichen 
Massen. Grössen dieser Ordnung werden aber, wie schon im vori- 
gen Paragraphen erwähnt wurde, bei den Betrachtungen, welche 
sich auf den zweiten Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie 
beziehen, vernachlässigt. 



§. 4. Einwand von Tolver Preston. 

Hr. Tolver Preston hat in Nature, Vol. XXVII, p. JSOJ^ 
(Januar 1878) ein Verfahren angegeben, mittelst dessen man durch 
Diffusion von Gasen mechanische Arbeit gewinnen kann. Die von 
ihm angestellten Betrachtungen sind sehr sinnreich und in theore- 
tischer Beziehung durch die Schlüsse, zu welchen sie Gelegenheit 
geben, interessant. Nur in einem Puncto glaube ich eine abwei- 
chende Ansicht äussern zu müssen. Hr. Preston meint nämlich, 
dass das Resultat seines Verfahrens dem zweiten Hauptsatze der 
mechanischen Wärmetheorie widerspreche, und hiermit kann ich 
nicht übereinstimmen. 
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Das Wesentliche seines Verfahrens ist Folgendes. Er denkt 
sich einen Cylinder, welcher durch einen beweglichen Stempel in 
zwei Abtheilungen getheilt wird. Der Stempel soll aus einem po- 
rösen StofiFe, wie etwa Pfeifenthon oder Graphit, bestehen. In den 
beiden Abtheilungen des Cylinders sollen sich zwei verschiedene 
Gase befinden, z. B. Sauerstofi' und Wasserstoff. 

Wenn nun beide Gase anfangs gleichen Druck haben, so tritt 
darin durch die Difiusion bald eine Aenderung ein. Der Wasser- 
stoff dringt durch den porösen Stempel schneller hindurch, als 
der Sauerstoff und es nimmt daher die vorhandene Gasmenge an 
der Wasserstoffseite ab und an der Sauerstoffseite zu. Dadurch 
entsteht eine Druckverminderung an der Wasserstoffseite und eine 
Druckvermehrung an der Sauerstoffseite, so dass der Stempel mit 
einer gewissen Kraft in Bewegung gesetzt und eine mechanische 
Arbeit geleistet werden kann, welche sich äusserlich nutzbar ma- 
chen lässt. Zugleich wird bei der Bewegung des Stempels das 
Gas an der Seite, wo es sich ausdehnt, kälter und an der Seite, 
wo es zusammengedrückt wird, wärmer, und es geht somit Wärme 
aus einem kälteren in einen wärmeren Körper über. 

Diese beiden umstände nun, dass in dem Processe ohne eine 
ursprünglich vorhandene Temperaturdifferenz Arbeit aus Wärme 
gewonnen wird, und dass dabei noch Wärme aus der kälteren Ab- 
theilung in die wärmere übergeht, betrachtet Tolver Preston 
als dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie wider- 
sprechend. 

Diesem Schlüsse kann ich nicht zustimmen. Wenn die Ver- 
wandlung von Wärme in Arbeit und der Wärmeübergang aus dem 
kälteren in den wärmeren Körper so stattfände, dass dabei der 
veränderliche Stoff am Schlüsse der Operation sich wie- 
der in seinem ursprünglichen Zustande befände, und 
dass man es daher mit einem Kreisprocesse zu thun 
hätte, so würde darin allerdings ein Widerspruch mit dem zwei- 
ten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie liegen. So ver- 
hält sich die Sache aber nicht. Als veränderlichen Stoff haben 
wir in dem Processe die beiden Gase. Diese sind am Anfange un- 
gemischt und am Schlüsse gemischt, und es ist also eine wesent- 
liche Aenderung mit ihnen eingetreten , welche als Compensation 
der Verwandlung aus Wärme in Arbeit und des Wärmeüberganges 
aus einem kälteren in einen wärmeren Körper betrachtet wer- 
den kann. 
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Da die Gase durch die Molecularbewegung, welche wir Wärme 
nennen, sich zu mischen suchen, und zwar in der Weise, dass die 
Mischung um so schneller erfolgt, je höher die Temperatur ist, so 
haben wir es hier mit einer Wirkung der Wärme zu thun, welche 
der Ausdehnung eines Gases durch die Wärme zu vergleichen ist. 
Wir müssen daher, wenn wir hier schon einen von mir eingeführ- 
ten Begriff, der erst im nächsten Bande näher besprochen werden 
wird, in Anwendung bringen wollen, den gemischten Gasen eine 
grössere Disgregation zuschreiben, als den ungemischten. Da 
nun die Vermehrung der Disgregation eine positive Verwandlung 
ist, so kann sie die Verwandlung aus Wärme in Arbeit und den 
Uebergang von Wärme aus einem kälteren in einen wärmeren 
Körper, welche beide negative Verwandlungen sind, compensiren. 

Man sieht also, dass der vorliegende Fall zwar gewisse Eigen- 
thümlichkeiten hat, durch welche er sich äusserlich von anderen 
Fällen unterscheidet, dass er aber in den wesentlichen Puncten, 
um welche es sich in der mechanischen Wärmetheorie handelt, 
ganz nüt den gewöhnlich betrachteten Fällen übereinstimmt, und 
nichts enthält, was mit dem zweiten Hauptsatze der mechanischen 
Wärmetheorie im Widerspruche stände. 



§. 5. Arbeitsverlust in nicht-umkehrbaren 

Kreisprocessen. 

In meiner Abhandlung über eine veränderte Form des zwei- 
ten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie i) habe ich eine 
Grösse eingeführt, welche ich die uncompensirte Verwandlung ge- 
nannt und mit N bezeichnet habe , und zu deren Bestimmung , so 
weit es sich um Kreisprocesse handelt, ich folgende Gleichung auf- 
gestellt habe: 

dQ 
T 

worin d Q ein Element der dem veränderlichen Körper während 
des Kreisprocesses mitgetheilten Wärme bedeutet (wobei eine ent- 
zogene Wärmemenge als eine mitgetheilte negative Wärmemenge ge- 



(1) N = -/ 



^) Pogg« Ann. Bd. 93, 1854; Abhandlungensammlung Bd. I, Abhand- 
lung IV; in der zweiten Auflage Abschnitt V. 



320 Abschnitt XL 

rechnet wird), und T die absolute Temperatur des Körpers im Mo- 
mente der Mittheilung ist. Wenn der Kreisprocess umkehrbar ist, 
so hat man ^ = ; wenn dagegen in dem Kreisprocesse Verände- 
rungen vorkommen , die nicht umkehrbar sind, so hat N einen an- 
gebbaren Werth, welcher aber immer nur positiv sein kann. 

Für den in einer thermodynamischen Maschine stattfindenden 
Kreisprocess ist es nun am vortheilhaftesten , wenn nur umkehr- 
bare Veränderungen in ihm vorkommen, indem jede in nicht um- 
• kehrbarer Weise vor sich gehende Veränderung einen Verlust von 
Arbeit zur Folge hat. Auf diesen Umstand habe ich ein eigen- 
thümliches Verfahren gegründet, die Arbeit einer thermodynami- 
schen Maschine zu bestimmen. Wir wollen annehmen, für den 
Kreisprocess, welcher in der thermodynamischen Maschine statt- 
findet, seien sonst alle dem veränderlichen Körper mitgetheilten 
Wärmemengen und die Temperaturen, welche der Körper bei der 
Mittheilung hat, gegeben, nur Eine Temperatur Tq (in der Dampf- 
maschine etwa die Temperatur des Condensators) komme vor, bei 
welcher der Körper noch eine positive oder negative Wärmemenge 
aufaehme, deren Werth unbekannt sei. Wenn wir dann das Ar- 
beitsmaximum, welches man unter diesen Umständen aus den ge- 
gebenen Wärmemengen möglicherweise gewinnen könnte, mit 
Wmax.-i und die Arbeit, welche man wirklich gewinnt, mit W be- 
zeichnen, so gilt folgende Gleichung, in welcher E das mechanische 
Aequivalent der Wärme bedeutet i): 

(2) W=Wnu^,-ET,K 

Bei Anwendung dieser Gleichung wird die Arbeit der Ma- 
schine nicht so bestimmt, dass man die in den verschiedenen nach 
einander stattfindenden Vorgängen geleisteteji Arbeitsgrössen ein- 
zeln bestimmt und dann addirt, sondern so, dass man zuerst das 
Arbeitsmaximum bestimmt, welches man erhalten würde, wenn alle 
stattfindenden Vorgänge umkehrbar wären, und davon dann den 
durch UnvoUkommenheiten des Kreisprocesses entstehenden Ar- 



^) Abhandlung über die Anwendung der mechanischen Wärmetheorie 
auf die Dampfmaschine, Pogg. Ann. Bd. 97, S. 452; Abhandlungensamm- 
lung Bd. I, S. 166; zweite Auflage Bd. I, S. 298. Dabei ist zu bemerken, 

dass an den beiden ersten Stellen statt des Zeichens E der Bruch -r an- 

A 

gewandt ist, und an der letzten Stelle die Warme als nach mechanischem 
Maasse gemessen angenommen und daher J& = 1 gesetzt ist. 



(4) T,N=-^T,f 



Discussionen über Wärme und Electricität. 321 

beitsverlust abzieht. Ich habe daher dieses Verfahren , die Arbeit 

zu bestimmen, das Subtractionsverfahren genannt. Der Arbeits- 
verlust ist: 

(3) ET,N=-ET,f^ 

und die entsprechende Wärmemenge wird dargestellt durch 

dQ 
T * 

In dem von Tait veröffentlichten Buche y^ Sketch of Thermo- 
dynamics*^ Jsiommt nun eine äusserlich ähnliche, aber in unrichti- 
ger Weise ausgeführte Entwickelung vor, deren Resultat einer 
näheren Besprechung bedarf. Um Missverständnisse unmöglich zu 
machen , will ich das Resultat wörtlich im englischen Texte mit- 
theilen, wobei ich nur, der leichteren Vergleichung wegen, in der 
Bezeichnung die kleine Aenderung machen will, dass ich für die 
kleinen Buchstaben t und g, welche Tait zur Bezeichnung der 
Temperatur und der Wärmemenge anwendet, die grossen Buch- 
staben T und Q setze, und statt des Buchstaben J", welchen 
Tait für das mechanisch^ Aequivalent der Wärme anwendet, 
den von uns dafür angewandten Buchstaben E setze. Tait 
nennt die gewonnene mechanische Arbeit y^the pradiccHvalue^ 
und spricht das Resultat seiner kurzen Entwickelung so ausi): 
Hence in any cyclical process whatever^ if Qi he the whöle heat 
taJcen in^ and Qq thcU given out^ the pradicdl value is 

Die Unrichtigkeit dieses Resultates lässt sich leicht aus dem 
blossen Anblicke der Formel erkennen. Wie auch der Kreisprocess 
beschaffen sein mag, ob umkehrbar oder nicht umkehrbar, immer 
ist der Ueberschuss der aufgenommenen Wärme über die abge- 
gebene Wärme die in Arbeit verwandelte Wärme. Die durch den 
Kreisprocess gewonnene Arbeit wird also ein- für allemal durch 
E (Qi — Qo) dargestellt. Der Tait' sehe Ausdruck kann somit 
nur für umkehrbare Kreisprocesse , bei welchen das Integral 

-^ gleich Null ist, und daher das letzte Glied des Ausdruckes 

fortfällt, richtig sein; für nicht umkehrbare Kreisprocesse dagegen, 



/ 



1) Sketch of Thermodynatnics, erste Auflage S. 99, zweite Auflage S. 121, 

Clan si US, mech. Wännetheorie. n. 21 



322 Abschnitt XI. 

bei welchen das letzte Glied nicht Null ist, muss er unrichtige 
Arbeitswerthe geben. Das Letztere wird durch einen besonderen 

Umstand noch recht augenfällig. Das Integral / -^ kann näm- 
lich, wenn es nicht Null ist, immer nur negative Werthe haben. 
Daraus folgt, dass das letzte, äusserlich mit dem Minuszeichen ver- 
sehene Glied des Tait 'sehen Ausdruckes positiv sein muss, und 
dass somit der Tait'sche Ausdruck für nicht -umkehrbare Kreis- 
processe grössere Arbeitswerthe giebt, als für umkehrbare, was 
mit den Principien der mechanischen Wärmetheorie unverein- 
bar ist. 

Hr. Tait selbst äussert sich freilich ganz anders über die 
Sache, indem er fortfährt: 

Ifow^ if the cycle be reversible^ the pradical value is 

by thefirst law; so {hat, in this particidar aase, 



f 



rp ^* 



But in general this integral has a finite positive value, because 
in non- reversible cycles the pradical value of tJte heat is always 
less than 

Hier ist also in bestimmten Worten ausgesprochen , dass der 
practische Werth der mitgetheilten Wärme, d. h. die gewonnene 
Arbeit, nur für umkehrbare Kreisprocesse gleich E(Qi — Qo\ für 
nicht -umkehrbare dagegen von JB(§i — Qq) verschieden sei, was 
mit dem ersten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie, wel- 
cher für umkehrbare und nicht -umkehrbare Kreisprocesse in ganz 
gleicher Weise gilt, im Widerspruche steht. Da nun Hr. Tait 
weiss, dass nicht -umkehrbare Kreisprocesse für die Gewinnung 
von Arbeit ungünstiger sind, als umkehrbare, so macht er ohne 
Weiteres die Voraussetzung, dass für nicht -umkehrbare Kreis- 
processe die Arbeit kleiner als E(Qi — Qq) sei, und daraus 

zieht er den Schluss, dass das Integral / -~ für nicht -umkehr- 
bare Kreisprocesse positiv sei, was mit dem zweiten Hauptsatze 
der mechanischen Wärmetheorie im Widerspruche steht. 

Durch eine solche Reihe falscher Schlüsse, die bei einem her- 
vorragenden Mathematiker, welcher selbst ein Buch über die 



/ 
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mechanische Wärmetheorie geschrieben hat, fast unbegreiflich sind, 
gelangt Hr. Tait endlich zu dem Resultate, dass die in dem Kreis- 
processe nutzlos verlorene Wärme durch 

dQ 
T 

dargestellt werde, welcher Ausdruck, abgesehen von dem schon 
erwähnten falschen Vorzeichen, mit dem unter (4) mitgetheilten 
Ergebnisse meiner Entwickelung übereinstimmt Hr. Tait nimmt 
aber von meiner Entwickelung keine Notiz, sondern sagt: This is 
Thomson' s expression for the amount of heat dissipated dwring 
the cycle, und fügt als Beleg für diese Behauptung folgendes Citat 
hinzu: FhU.Mag. and Froc. B. 8. E. 1852^ y^On a Universal Ten- 
dency in Nature to Dissipation of Energy.^ 

Nachdem ich in Pogg. Ann. ^) und später im ersten Bande 
dieses Werkes^) darauf aufmerksam gemacht habe, dass sich in 
dem citirten Aufsatze von Thomson weder der in Rede stehende, 
noch ein ihm gleich bedeutender Ausdruck befindet, führt Hr. Tait 
in der Vorrede zur zweiten Auflage seines Buches als den Aus- 
druck, welchen er gemeint hat, folgenden an: 

a 

dt 



we 



jf" 



Dieser Ausdruck hat eine ganz andere Gestalt, wie der oben an- 
geführte, und Hr. Tait durfte daher selbst dann, wenn er beide 
Ausdrücke dem Sinne nach für gleich hielt, nicht einfach sagen: 
this is Thomson' s expression^ sondern er musste die Gleichheit 
erst nachweisen. In der Wirklichkeit aber sind beide Ausdrücke 
auch dem Sinne nach sehr verschieden von einander. 

In Thomson's Ausdruck bedeutet J das mechanische Aequi- 
valent der Wärme und (i den reciproken Werth der Carnot'schen 
Temperaturfunction, welche in diesem Ausdrucke noch als un- 
bekannt angenonmien ist. T stellt die Temperatur des Gonden- 
sators der Dampfinaschine dar, und kann also der in dem obigen 
Ausdrucke vorkommenden Grösse To gleich gesetzt werden, wäh- 
rend S die Temperatur des Dampfkessels darstellt. Hieraus ist 
ersichtlich, dass in Thomson's Ausdruck nur zwei Temperaturen 
vorkonmien, während in dem obigen Ausdrucke zu den verschiede- 



1) Bd. 145, S. 145. — «) 8. 387. 
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nen Wärmeelementen unendlich viele verschiedene Temperaturen 
gehören können. Der Hauptunterschied aber liegt in der Bedeu- 
tung der in Thomson's Ausdruck vorkommenden Grösse w im 
Vergleiche mit der in dem obigen Ausdrucke vorkommenden 
Grösse Q. Während d Q das Element der Wärme bedeutet, welche 
der veränderliche Körper während des Kreisprocesses von Aussen 
her empfängt, also bei der Dampfmaschine ein Element der theils 
positiven theils negativen Wärmemengen, welche dem Wasser bei 
seiner Verdampfung und bei dem dann wieder erfolgenden Nieder- 
schlage von Aussen her zugeführt werden, und für welche vor- 
zugsweise das den Kessel umspülende Feuer und das Kühlwasser 
des Condensators als positive und negative Wärmequellen dienen, 

definirt Thomson seine Grösse w dadurch dass er sagt, -= m; sei 

eine Wärmemenge, welche auf Kosten einer Arbeits- 
grösse w durch Reibung erzeugt werde, seies Reibung 
des Dampfes in den Bohren und Ein tritt so ff nun gen, sei 
es Reibung irgend welcher bewegter fester oder flüs- 
siger Körper in irgend welchen Theilen der Maschine 
(a quantity of heat produced hy the expendüure of a quantity w of 
work in frictian^ whether of the steam in the pipes and entrance 
ports^ or of any solids or fluids in motion in any pari of the engine). 
Man sieht hieraus, dass es sich in Thomson's Ausdruck um eine 
ganz andere Wärmemenge handelt, als in jenem obigen Ausdrucke, 
und dass somit durchaus keine Berechtigung vorlag , beide Aus- 
drücke als gleichbedeutend zu bezeichnen. 



§. 6. Tendenz des Buches j, Sketch of Thermodynamics^ 

von Tait. 

In Bezug auf das von Tait veröffentlichte Buch y^ Sketch of 
Thermodynamics^^ aus welchem schon im vorigen Paragraphen 
eine Stelle besprochen ist, hatte ich im Jahre 1872 in meinem Ar- 
tikel „Zur Geschichte der mechanischen Wärmetheorie" i) und im 
ersten Bande dieses Werkes S. 387 die Ueberzeugung ausgedrückt, 
dass es seine Entstehung vorwiegend dem Bestreben verdanke, die 
mechanische Wärmetheorie so viel, wie möglich, für die enghsche 



1) Pogg. Ann. Bd. 145, S. 132. 
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Nation in Anspruch zu nehmen. Die Gründe auf welche diese 
Ueberzeugung sich stützt, habe ich aber bisher nicht angegeben, 
weil sie zum Theil in einer Privatcorrespondenz liegen, welche ich 
nicht gern zur Sprache bringen wollte, wenn nicht Hr. Tait selbst 
mich zu einer weiteren Besprechung der Sache auflPorderte. Da 
nun aber neuerdings Hr. Tait in den Vorreden zu zwei Werken i) 
die Angelegenheit wieder aufgenommen und in der einen 2) den 
Wunsch ausgedrückt hat, meine Gründe kennen zu lernen (I amy 
indeed, curious to know what these grounds can be)^ so bin ich zu 
meiner eigenen Rechtfertigung genöthigt, näher auf die Sache 
einzugehen. Ich muss dazu etwas zurückgreifen und einige Vor- 
gänge erwähnen, welche schon vor dem ersten Erscheinen des 
Buches über die Thermodynamik stattgefunden haben. 

Die Arbeiten von ßob. Mayer waren bis zum Anfange der 
sechziger Jahre sehr wenig bekannt. Nur die erste derselben , ein 
kurzer Aufsatz, welcher noch gewisse Mängel der Auffassung ent- 
hielt, war im Jahre 1842 in einer wissenschaftlichen Zeitschrift 8) 
erschienen und dadurch in weiteren Kreisen verbreitet; die ande- 
ren dagegen waren als besondere Brochüren gedruckt und waren, 
da zur Zeit ihres Erscheinens wenige Personen sich für den Gegen- 
stand interessirten, in Vergessenheit gerathen. Auch ich kannte 
zu jener Zeit nur die erste Arbeit, und daher kam es, dass ich, wie 
Tyndall in dem gleich zu erwähnenden Vortrage mitgetheilt hat, 
auf eine von ihm im Jahre 1862 an mich gerichtete Anfrage über 
den Inhalt der May er 'sehen Schriften antwortete, ich glaube nicht, 
dass er sehr erhebliches darin finden werde, wolle indessen ver- 
suchen, sie ihm zu verschaffen. Als ich dann aber die Brochüren 
von dem Buchhändler in Heilbronn erhalten hatte und sie, bevor ich 
sie an Tyndall schickte, selber las, erkannte ich, dass ich mich 
geirrt hatte, und dass Mayer vielmehr die Mängel, welche an- 
fangs seinen mechanischen Vorstellungen noch angehaftet hatten, 
und welche bei einem practischen Arzte, der zum ersten Male über 
einen mechanischen Gegenstand schrieb, sehr erklärlich waren, 
durch weitere, eingehende Studien beseitigt hatte, und in diesen 



1) Lectures on some Becent Advances in Science 2. edition, London 
1876 und zweite Auflage des erwähnten Buches Sketch of Thermodyna- 
mics, London 1877, 

2) Vorrede zu den Lectures S. IX. 

3) Ann. d. Chem. u. Pharm, von Wöhler und Liebig, Bd. 42, S. 239. 
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Schriften seine Ansichten mit Klarheit und Schärfe auseinander- 
setzte, und einen Ideenreichthum entwickelte, welchen man be- 
wundern musste, selbst wenn man nicht mit allem dort Gesagten 
übereinstimmte. Ich nahm daher, als ich Tyndall die Schriften 
zusandte, meinen früheren Ausspruch zurück und hob dasjenige, 
was ich in den Schriften Itir besonders wichtig hielt, hervor. 

Gerade damals hatte Tyndall bei Gelegenheit der im Jahre 
1862 stattfindenden Londoner Industrieausstellung einen öffent- 
lichen Vortrag in der Royal Institution vor einer grossen und ge- 
wählten, aus verschiedenen Ländern zusammengekommenen Zu- 
hörerschaft zu halten. Dazu wählte er als Gegenstand die May er '- 
sehen Schriften und setzte die Hauptresultate derselben in seiner 
bekannten ansprechenden Weise auseinander, und als er dadurch 
das grösste Interesse erweckt hatte, und man natürlich gespannt 
darauf war, zu erfahren, von wem das alles stamme, da nannte er 
den Mann, welcher in einer kleinen deutschen Stadt, ohne wissen- 
schaftliche Anregung und ohne Ermuthigung seine mit Genialität 
erfassten Gedanken mit wunderbarer Kraft und Ausdauer ent- 
wickelt habe. 

Dieser Vortrag, welcher mehrfach gedruckt wurde i) und viel 
besprochen ist, hat für Mayer in Bezug auf die Anerkennung sei- 
ner Leistungen den Wendepunct gebildet 2). Mayer selbst sprach 
sich darüber in einem an Tyndall gerichteten Briefe 3) folgender- 
maassen aus. „ J hardly know how to find words to express the 
feeUngs which move me at the present moment On the 16th of last 
June Prof. Clausius conveyed to me the pleasant intelligence of 
your lecture at the Royal Institution. The hopes which in stillness I 
ventured to cherish were exceeded hy the recognition which you there 
accorded me, and I am still more deeply affected hy the receipt of 
your last communication to the Fhilosophical Magazine. Your 
hindness makes all the deeper Impression from the fa^d that for 
many years I have heen forced to habituate myself to a precisely 
opposite mode of treatment^ 



1) „On Force.^ Proc, of the Royal Institution, June 6, 1862, Phil. 
Mag. Ser. 4, Vol. 24, p. 57, Heat considered as a mode of Motion, 
London 1863, p. 435. 

2) Ich habe daher bei Gelegenheit einer von mir im Literarischen 
Centralblatt für 1868 veröffentlichten Recension der von Mayer später 
herausgegebenen gesammelten Schriften schon einmal davon gesprochen. 

8) Phü. Mag. Ser. 4, Vol. 26, p. 66. 
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Während Tyndall sich durch die in diesem Vortrage geübte 
historische Gerechtigkeit einerseits Dank und Anerkennung erwor- 
ben hat, hat er sich andererseits dadurch auch viele und heftige 
Anfeindungen in England zugezogen, weil man dort bis dahin den 
berühmten englischen Physiker Joule, welcher sich um die Fest- 
stellung des Satzes von der Aequivalenz von Wärme und Arbeit und 
um die Bestimmung des mechanischen Aequivalentes der Wärme 
unzweifelhafte und grosse Verdienste erworben hat, welcher den 
Satz aber, obwohl unabhängig, so doch später, als Mayer, aus- 
gesprochen hat, für den ersten und alleinigen Begründer des Satzes 
gehalten hatte. 

Bald nach dem Vortrage erschien in einer viel gelesenen, 
nicht wissenschaftlichen englischen Zeitschrift „ Good Words^ ein 
von Thomson und Tait überschrieb euer Artikel j^Encrgy^^ dessen 
eigentlicher Verfasser aber der Letztere war, wie aus einer später 
von ihm gemachten Bemerkung i) hervorgeht. Hierin heisst es? 
nachdem der erste Aufsatz von Mayer erwähnt ist: „Ow the stremjth 
of Ulis pvbliccdion an attempt has heen made to claim for Mayer 
the credit of heing the first to establish in its generality the prin- 
ciple of the Conservation of Energy, It is true that „La science 
n^a pas de patrie^^ and it is highly crediiable to British philo- 
sophers^ that they have so liberaUy acied according to this maxim, 
JBut it is not to he imagined that on this account there should le 
no scientific patriotism^ or that in our desire to do all justice to a 
foreigner, we should depreciate or suppress the claims of our own 
countrymen. And it especially startles us that the recent attempts 
to place Mayer in a position which he never claimed^ and which 
had long before taken by another^ should have found support within 
the very walls wherein Davy propounded his transcendent dis- 
coveries-^ 

Die hierin vorkommende Hervorhebung des wissenschaftlichen 
Patriotismus und die Art, wie die Räume, in denen Davy seine 
grossartigen Entdeckungen gemacht hat (nämlich die Räume der 
Boyal Institution)^ erwähnt sind, um Tyndall 's Handlungsweise 
noch als besonders unpatriotisch erscheinen zu lassen, kennzeich- 
net von vom herein den Standpunct, von welchem aus Hr. Tait 
die Geschichte der Wissenschaft behandelt. 



1) Fhü. Mag. 8er, 4, Vol, 26, p. 144. 
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An diesen Artikel schloss sich eine lange Polemik zwischen 
Tyndall und Tait an, welche sich durch drei Bände des Phil. 
Mag. (Bd. 25, 26 und 28, 1863 und 1864) hinzog, aber bei der von 
Tait selbst in jenen Worten y^sdentific patriotism^ so deutUch 
ausgedrückten Tendenz zu keiner Einigung führen konnte, sondern 
die Gegensätze nur verschärfte. 

Hr. Tait sah sich daher veranlasst, der Sache grössere Dimen- 
sionen zu geben, und veröffentlichte im Jahre 1864 in einer damals 
in Schottland erscheinenden Zeitschrift y^North British Review^ 
zwei längere Artikel über die Geschichte der mechanischen Wärme- 
theorie , welche sich nicht mehr bloss auf die Prioritätsfrage zwi- 
schen Mayer und Joule beschränkten, sondern auch die weitere 
Entwickelung der mechanischen Wärmetheorie behandelten. 

Diese Artikel sollten einige Jahre später einem grösseren 
Publicum zugänglich gemacht werden, und es wurde daher aus 
ihnen eine besondere Brochüre unter dem Titel „Historical Sketch 
of the Dynamical Theory of Heat^ gebildet, welche aber nicht 
gleich der Oeffentlichkeit übergeben wurde , sondern von der nur 
eine beschränkte Anzahl von Abdrücken gemacht wurde, wie es 
scheint, um vor der Veröffentlichung einigen als competent gelten- 
den Personen zur Beurtheilung vorgelegt zu werden. 

Diese Brochüre wurde auch mir im Anfange des Jahres 1867 
von Hm. Tait mit folgendem Schreiben zugesandt. y^Would you 
Jcindly look over the little pamphlet which accompanies this, and 
which is not yet puilished, so as to teil me whether in trying to 
give Joule and Thomson the credit they deserve^ and which some 
of their countrymen appear indisposed to grant them , I have inad- 
vertently done injustice to you. If such he the case^ I shall be de- 
lighted to make the necessary corrections hefore Publishing , as my 
sole object is to be impartiaf 

Hieraus sieht man, dass es sich in der Schrift vorzugsweise 
darum handelte, die Verdienste von Joule und Thomson her- 
vorzuheben. Was den Schlusssatz über die Unparteilichkeit an- 
betrifft, so versteht es sich erstens von selbst, dass niemand seine 
eigene Schrift als parteiisch bezeichnen wird. Ferner kann ich 
aber auph hinzufügen, dass es gar nicht meine Absicht ist, die 
Aufrichtigkeit dieses Ausspruches zu bestreiten, denn, wenn man 
der Schrift die Tendenz zuschreibt, die Verdienste gewisser Perso- 
nen hervorzuheben, und diese Tendenz selbst als eine übertriebene 
bezeichnet, so liegt darin noch nicht die Behauptung, dass derVer- 
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fasser in wirklich bewusster Weise parteiisch gewesen sei, sondern 
man kann gern zugeben, dass er in dem guten Glauben gehandelt 
habe, gerecht zu sein, und dass nur sein Urtheil durch den Patrio- 
tismus und die Freundschaft zu den betre£fenden Personen, und 
vielleicht auch durch die in der voraufgegangenen Polemik ent- 
standene Erregtheit getrübt gewesen sei. 

Als ich nun die mir zugesandte Schrift las, fand ich sie in 
einem wirklich überraschenden Grade einseitig, und erkannte deut- 
lich, dass der Autor, welcher es unternommen hatte, eine Ge- 
schichte der mechanischen Wärmetheorie zu schreiben, doch wenig 
mehr, als die Abhandlungen der englischen Autoren, deren Ver- 
dienste er hervorheben wollte, gelesen haben konnte. 

Ich theilte ihm diese Wahrnehmung in meiner Antwort ganz 
offen mit, wobei ich, infolge seiner Frage über meine Arbeiten, 
verschiedene Einzelnheiten derselben näher besprach, und schrieb 
dann wörtlich weiter: „Sie sind mir, hochgeehrter Herr, mit sehr 
anerkennenswerther Freundlichkeit entgegengekommen, indem Sie 
mir die Schrift vor ihrer Veröffentlichung zur Ansicht zugeschickt 
haben, und ich habe geglaubt, es nicht bloss mir, sondern auch 
Ihnen schuldig zu sein, Ihnen aufrichtig und ohne Rückhalt meine 
Ansicht auszusprechen. Gestatten Sie mir noch zum Schlüsse, 
Ihnen (ganz abgesehen von der Beurtheilung meiner eigenen Ar- 
beiten) offen zu sagen^ dass meiner Ueberzeugung nach die Schrift 
in ihrer jetzigen Form Ihrem eigenen so hoch stehenden wissen- 
schaftlichen Rufe nur schaden kann. Jeder Leser sieht auf den 
ersten Blick, dass dieses nicht eine unparteiische historische- Dar- 
stellung der Sache ist, wie man sie von einem Forscher Ihres Ran- 
ges erwarten muss, sondern eine blosse Parteischrift, welche nur 
zum Lobe einiger weniger Personen geschrieben ist. Ich selbst 
schätze diese Personen sehr hoch, aber ich glaube doch, dass man 
um ihretwillen nicht andere herabsetzen muss. In Ihrer Schrift 
erkennt man, dass das Urtheil über alle die Personen, welche mit 
jenen concurriren, nicht mehr frei und unbefangen geblieben, 
sondern durch den vorgefassten Zweck getrübt und oft sehr un- 
gerecht geworden ist." 

Zugleich gab ich in dem Briefe folgende bestimmte Erklä- 
rung ab. „Wenn Ihr Historical SJcetch in seiner jetzigen Form 
veröffentlicht werden sollte, so behalte ich mir vor, eine Entgeg- 
nung darauf zu schreiben, und ich glaube , nicht bloss die hier er- 
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wähnten, sondern auch noch andere Fehler darin nachweisen zu 
können." 

Nach dieser Correspondenz dauerte es, obwohl der Satz des 
Buches schon vollendet gewesen war, doch mehr als ein Jahr, bis 
es erschien. Es war dann durch Zusätze bedeutend erweitert, so 
dass es von 68 Seiten auf 128 Seiten angewachsen war, und von 
diesen Zusätzen war ein nicht unbeträchtlicher Theil meinen Ar- 
beiten gewidmet. In seinem Titel war jetzt das Wort „Historicdl"^ 
fortgelassen, und er lautete einfach ,, Sketch of Thermodynamics""^ 
da aber der ursprüngliche Satz des Buches benutzt war, und die 
Ergänzungen nur eingefügt oder angehängt waren, so enthielten 
die Ueberschriften der Capitel, mit Ausnahme des ganz neu ent- 
standenen letzten, und die sämmtlichen Columnenüberschriften 
der ersten 86. Seiten das Wort „Uistorical^, was mit dem Titel, in 
welchem dieses Wort fehlte, in eigenthümlicher Weise contrastirte 
und ganz augenfällig zeigte, dass die urprüngliche Bestimmung 
des Buches dem jetzigen Titel nicht entsprach. 

Obwohl nun nach den vielen vorgenommenen Aenderungen 
für mich keine Veranlassung mehr vorlag, mit einer Gegenschrift 
aufzutreten, so konnte ich doch bei einer allgemeinen, auf alle 
besprochenen Autoren bezüglichen Beurtheilung das Buch auch in 
seiner neuen Form nicht als eine gerechte historische Darstellung 
anerkennen. Die Tendenz, vorzugsweise die Verdienste englischer 
Autoren hervorzuheben, kann keinem aufmerksamen Leser des 
Buches entgehen, und wenn man dabei bedenkt, dass diejenigen 
Bestandtheile des Buches, welche sich auf fremde Arbeiten be- 
ziehen, meistens erst nachträglich auf besondere Anregung hinzu- 
gefügt sind, während ursprünglich fast ausschliesslich über eng- 
lische Arbeiten gesprochen war, und wenn man femer die oben 
erwähnten , der Publication vorausgegangenen Vorgänge mit be- 
rücksichtigt, so wird man gewiss meinen Ausspruch gerechtfertigt 
finden, dass das Buch seine Entstehung ganz unzweifelhaft vor- 
wiegend dem Bestreben verdankt, die mechanische Wärmetheorie 
so viel, wie möglich, für die englische Nation in Anspruch zu 
nehmen. 
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§. 7. Spätere Aeusserungen von Tait und Aenderung 

seines Buches. 

Der oben erwähnte im Jahre 1872 von mir gethane Ausspruch 
über die Tendenz des Tait 'sehen Buches hatte eine Polemik zur 
Folge 1), welche trotz meiner Bemühung, sie auf wissenschaftlichem 
Gebiete zu erhalten, einen so persönlichen Character annahm, dass 
ich erklären musste, sie nicht weiter fortsetzen zu können. Ich 
kann mir den Ton, welchen Hr. Tait darin anschlug, nur aus einer 
grossen Heftigkeit seines Temperamentes erklären, die ihn, wenn 
er sich für beleidigt hält, nicht dazu kommen lässt, die betreffen- 
den Stellen mit Ruhe zu lesen und zu prüfen, sondern ihn treibt, 
sofort nach dem ersten, bei flüchtiger Durchsicht entstandenen 
Eindrucke in möglichst geharnischter Weise zu antworten. 

So führt er aus meinem Artikel die Ausdrücke „Absichtlich- 
keit" und „sehr geschickt abgefasst" als besonders beleidigend an. 
Nun kommt aber das Wort „Absichtlichkeit" in einer Stelle vor, 
welche sich gar nicht auf ihn bezieht, und was den zweiten Aus- 
druck anbetrifft, so lautet die Stelle, in welcher er vorkommt, fol- 
gendermaassen : „Ich hatte gegen die Art, wie meine Arbeiten 
darin (nämlich in dem Sketch of Thermodynamics) neben denjeni- 
gen von W. Thomson und Rank ine besprochen sind, manches 
einzuwenden, aber aus Scheu vor persönlichen Erörterungen und 
aus Hochachtung vor dem Verfasser und vor den beiden letzt- 
genannten hervorragenden Gelehrten, deren Verdienste ich in kei- 
ner Weise schmälern wollte, unterliess ich es, obwohl jenes sehr 
geschickt abgefasste Buch nicht bloss in England grosse Verbrei- 
tung fand, sondern auch ins Französische übersetzt wurde." Ich 
glaube, keiner, der diesen Satz ruhig liest, wird in ihm etwas Be- 
leidigendes finden. 

Später muss Hr. Tait wohl selber gefunden haben, dass die 
Worte „sehr geschickt abgefasst" keine Beleidigung enthalten, 
denn in der Vorrede zu der im vorigen Jahre erschienenen zwei- 
ten Auflage seines Buches (S. XVI) sieht er sich zu folgender Er- 
klärung veranlasst. ^Professor Clausius adds that my book is 
sehr geschickt abgefasst Read by the light of the context thi$ 



1) Phil Mag. Ser. IV, Vol 43 and 44, 
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läge excdlent term und excellent ward genannt und yielfach ange- 
wandt war, in der zweiten Auflage aber beseitigt ist, handelt es 
sich, soviel ich habe finden können, vorzugsweise um folgende 
Stelle, welche in der ersten Auflage auf S. 29 steht. y^Butthe 
grand poifU of Clausius^ tcork is his proof that CarnoVs prin- 
ciple of reversibilüy still holds^ though on ather grounds than those 
from which Carnot deduced ist This was a step of the utmost im- 
portance to thermodynamics^ and sufficient (had he done no more) to 
entiUe him to a foremost place in the history of the subject.^ Diese 
Stelle ist in der neuen Auflage fortgelassen. 

Also im Jahre 1868, wo die hierbei in Betracht kommenden 
Abhandlungen schon fast zwei Decennien alt waren, und die mei- 
nigen nicht nur deutsch, sondern auch in englischer Uebersetzung 
vorgelegen hatten, wo Hr. Tait daher die reichlichste Gelegenheit 
zu ihrer Prüfung und Vergleichung gehabt hatte, und bei seinem 
speciellen Interesse für die Geschichte der mechanischen Wäxme- 
theorie über diesen ihre ersten Grundlagen betrefienden Punct 
längst im Klaren sein musste, hatte er es für recht gehalten, die- 
sen Satz zu schreiben, und im Jahre 1877, wo zu den wissenschaft- 
lichen Documenten nichts Neues hinzugekommen ist, wo aber 
unser persönliches Verhältniss sich geändert hat, halt er es für 
angemessen, ihn wieder zurückzuziehen, ohne zur Erklärung etwas 
anderes zu sagen, als die paar Worte „as unsupported by evidence^. 
Dieses Verfahren ist so characteristisch, dass ich meinerseits mich 
jeden Commentars enthalte, und es den Lesern überlasse, selbst 
zu beurtheilen, welches Vertrauen man hiemach zu der histori- 
schen Unparteilichkeit des Autors haben kann. 



§. 8. Ansichten von W. Thomson und F. Eohlrausch über 

thermoelectrische Erscheinungen. 

lieber das Verhalten der Stoffe, und zwar spedell der Me- 
talle, in thermoelectrischer Beziehung sind mehrere sehr werth- 
voUe Arbeiten von W. Thomson veröffentlicht, welche theils theo- 
etischer, theils experimenteller Natur sind. Eine erste kurze 
otiz war schon vor meiner im Jahre 1853 publicirten Abhand- 
ig , deren Inhalt in Abschnitt VII. wiedergegeben ist veröffent- 
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licht ^). Die grösseren Abhandlungen dagegen, welche die Ent- 
wickelung der Theorie und die Mittheilung ausgedehnter Versuchs- 
reihen enthalten, erschienen etwas später, nämlich in den Jahren 
1854 und 1856 '). Durch die experimentellen Untersuchungen ist 
eine Reihe wichtiger, früher nur theilweise und unvollständig be- 
kannter Thatsachen über das thermoelectrische Verhalten der 
Metalle festgestellt und ins Einzelne verfolgt, und der grosse Werth 
dieser Untersuchungen kann natürlich durch etwaige Meinungs- 
verschiedenheiten über die Ursachen der betrefiPenden Erscheinun- 
gen in keiner Weise beeinträchtigt werden. Was aber die theo- 
retischen Betrachtungen anbetrifft, so muss ich gestehen , dass ich 
mit einigen derselben nicht übereinstimmen kann. 

Bei der Betrachtung der thermoelectrischen Erscheinungen 
handelt es sich zunächst um die Entstehung des thermoelectri- 
schen Stromes, und in dieser Beziehung kann man zweierlei unter- 
scheiden, erstens den regulären Vorgang, welcher so stattfindet, 
dass bei einer aus zwei Metallen oder sonstigen Leitern erster 
Classe gebildeten Kette durch eine Temperaturdifferenz der beiden 
Verbindungsstellen ein electrischer Strom veranlasst wird, dessen 
Stärke mit der Grösse der Temperaturdifferenz gleichmässig wächst, 
und zweitens die Abweichungen von diesem regulären Vorgange, 
welche bei manchen Metallverbindungen, besonders bei der Eisen- 
kupferkette vorkommen, und darin bestehen, dass der Strom mit 
wachsender Temperaturdifferenz nicht immer zunimmt, sondern 
von einer gewissen Höhe der einen Temperatur an wieder abnimmt 
und bei sehr grosser Höhe sogar die entgegengesetzte Richtung 
annehmen kann. 

Zugleich ist mit der Entstehung des thermoelectrischen Stro- 
mes die Erscheinung verbunden, dass ausser derjenigen Wärme- 
erzeugung, welche in der ganzen Kette bei der Ueberwindung des 
Leitungswiderstandes stattfindet und dem Quadrate der Strom- 
stärke proportional ist, noch an gewissen Stellen ein Verschwinden 
und an anderen ein Hervortreten von Wärme stattfindet, wobei die 
betreffenden Wärmemengen der Stromstärke einfach proportional 
sind. Wenn man es nur mit dem regulären Vorgange zu thun hat, so 



^) Froc. of the Edinh, B, Soc, Dec. 1851 und Phil. Mag. Ser. IV, 

Vol. III 1S52, 

2) Transactions of the Edenb. B. Soc. for 1854 und Phil. Trans, for 

1856. Fortgesetzt in Phil. Trans, for 1875. 
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can only mean that it is sJcilled special pleading.^ Hiemach ist 
also nicht mehr der von mir gebrauchte Ausdruck selbst, sondern 
dasjenige, was Hr. Tait ihm des Zusammenhanges wegen glaubt 
unterlegen zu müssen, beleidigend. Ich muss mich aber bestimmt 
dagegen verwahren, dass meinen Worten etwas anderes unter- 
gelegt wird, als was sie wirklich enthalten. Ich bin gewohnt, mich 
immer offen auszusprechen, und denke nie daran, etwas, was ich 
nicht wirklich sagen will, doch andeutungsweise durchblicken zu 
lassen. Jene Worte „sehr geschickt abgefasst" sind von mir ein- 
fach als ein auf die gewandte , leicht fassliche Darstellungsweise 
bezügliches Lob gebraucht, und weiter kann man auch aus dem 
Zusammenhange nichts schliessen, da sie offenbar dazu dienen sol- 
len, die grosse Verbreitung des Buches in England und seine 
üebersetzung ins Französische zu erklären. 

Man wird mir zugeben, dass diese Art, einem Autor die Ab- 
sicht der Beleidigung unterzuschieben , wo er sie gar nicht gehabt 
hat, und dann sofort mit wirklichen Beleidigungen zu antworten, 
die Discussion so unerquicklich machen kann, dass nur ein kurzes 
Abbrechen derselben übrig bleibt. Ich will daher auch auf die 
damaligen Auseinandersetzungen hier nicht weiter eingehen, son- 
dern nur einige von Hm. Tait neuerdings, nämlich in der zweiten 
Auflage seines Buches Sketch of Thermodynamics, gethane Aeusse- 
rungen und das darin gegen mich eingeschlagene Verfahren kurz 
beleuchten. 

Wie es scheint, will Hr. Tait die Verantwortlichkeit für seine 
Darstellung der Geschichte der mechanischen Wärmetheorie nicht 
gern allein tragen, sondern wünscht sich dabei auf andere Autori- 
täten zu stützen. 

Zunächst sagt er auf S. XV der Vorrede: ^and it will he seen 
that Professor Clausius fancies himself to have received eve^i 
tvorse treatment from Clerk-Maxwell than from myself.^ Wenn 
Hr. Tait sich hier auf die Autorität von" Maxwell beruft, so 
scheint er nicht zu wissen, dass meine Meinungsdifferenz mit 
Hrn. Maxwell längst dadurch ausgeglichen ist, dass Hr. Max- 
well die von mir angefochtenen Stellen der ersten Auflage seiner 
Theory of Heat in der bald darauf erschienenen zweiten Auflage 
in dem von mir angedeuteten Sinne geändert und auf diese Weise 
meine Einwendungen als richtig anerkannt hat. Ich glaube hinzu- 
fügen zu müssen, dass die loyale Bereitwilligkeit, mit welcher 
Hr. Maxwell jene Stellen der ersten Auflage, sobald er auf ihre 
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Unrichtigkeit aufmerksam gemacht war, sofort comgirt hat, in mir 
die Ueberzeugung hervorgerufen hat, dass auch bei ihrer ersten 
Abfassung nicht eine Absichtlichkeit obgewaltet hat, sondern nur 
eine unvollständige Kenntniss der ausserenglischen Literatur, über 
welche man bei einem Forscher, dem die Wissenschaft so viele 
und so durchgreilend wichtige eigene Schöpfungen verdankt, leicht 
hinfortsehen vrird. 

Ferner erzählt Hr. Tait, wie schon in der Vorrede zu seinem 
Buche yjOn some Becent Ädvances etc.^^ so auch wieder in der Vor- 
rede zur zweiten Auflage seines Buches über die Thermodynamik 
(S. XVI), dass er die auf meine Arbeiten bezüglichen Paragraphen, 
welche er in der ersten Auflage des letzteren Buches dem ursprüng- 
lichen Entwürfe hinzugefügt hat, gar nicht selbst verfasst hat, son- 
dern sich von Rankine hat schreiben lassen, und knüpft daran 
die Bemerkung, dass ein Theil meines Angrifies (wie er meine 
Aeusserungen über sein Buch nennt) in Wirklichkeit gegen Ran- 
kine's Aufstellungen gerichtet sei. 

Das Geständniss, dass Hr. Tait zu der Zeit, wo er sich schon 
berufen fühlte , eine Geschichte der mechanischen Wärmetheorie 
zu schreiben, doch die Arbeiten, deren Werth er darin beurtheilte, 
so wenig kannte, dass er zu einer etwas specielleren Auseinander- 
setzung fremde Hülfe in Anspruch nehmen musste, hat mich etwas 
in Erstaunen gesetzt. Die daran geknüpfte Bemerkung verstehe 
ich aber nicht, da mein Urtheil über sein Buch sich nicht sowohl 
auf die späteren Zusätze, als auf die ursprüngliche Anlage dessel- 
ben bezieht, und die Zusätze vielmehr bewirkt haben, dass ich 
meine Absicht, eine Entgegnung zu schreiben, aufgegeben habe. 
Sollten aber wirklich in den von Rankine herrührenden Zusätzen 
noch Difl'erenzpuncte vorkommen, so wird Hr. Tait, wie ich denke, 
für das, was er unter seinem Namen veröfientlicht hat , auch wohl 
die Verantwortung übernehmen. 

Ganz besonders auffällig ist mir aber ein Punct gewesen, näm- 
lich dass Hr. Tait in der Vorrede zur zweiten Auflage seines Bu- 
ches (S. XV) sagt, er habe selbst in der ersten Auflage einige für 
mich günstige Stellen hinzugefügt, welche er in der zweiten Auf- 
lage, als imunterstützt durch den Augenschein, wieder habe zu- 
rückziehen müssen (which I have now been ohliged to retrad a$ 
unsupported by evidence). Ich war gespannt darauf, diese Stellen 
kennen zu lernen. Ausser einigen Stellen, welche den von mir ein- 
geführten Ausdruck Entropie enthielten, der in der ersten Auf- 
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handene Wärme nur in einem ungleich erwärmten Leiter statt- 
finden und zwar in entgegengesetzter Weise, je nachdem dieElectri- 
cität von warm zu kalt oder von kalt zu warm strömt, indem im 
einen Falle Wärme entwickelt, im anderen Falle Wärme absorbirt 
wird. Die von Eohlrausch angenommene Wirkung dagegen soll 
auch im gleichmässig erwärmten Leiter stattfinden, und ein Gegen- 
satz der zuletzt erwähnten Art kommt bei ihr nicht vor. 

Kohlrausch erklärt aus den von ihm angenommenen Eigen- 
schaften der Wärme und der Electricität die Entstehung des 
thermoelectrischen Stromes und das Verschwinden und Hervor- 
treten von Wärme an den VerbindimgssteUen verschiedener Metalle, 
und zeigt femer, wie man unter Zuhülfenahme einer besonderen 
Hypothese auch das Verschwinden und Hervortreten von Wärme 
im Innern eines einzelnen Metalles erklären kann. Dessenunge- 
achtet kann ich ihr nicht zustimmen, weil sie für die einzelnen zu 
erklärenden Erscheinungen eben so viele ganz neue Eigenschaften 
der Wärme und Electricität annimmt, von denen die eine, dass 
die Wärme bei dem durch Leitung stattfindenden üebergange von 
warmen zu kalten Stellen eine Arbeit leisten könne, den sonstigen 
Annahmen der mechanischen Wärmetheorie widerspricht, während 
meine Theorie sich nur an die auch sonst in der mechanischen 
Wärmetheorie gemachten Annahmen über die Umstände, unter 
welchen die Wärme Arbeit leisten kann, anschhesst. 

Zugleich muss ich daran erinnern, dass ich den Einwand, 
welchen Kohlrausch gegen meine Theorie gemacht hat, und um 
dessentwillen er gemeint hat, sich gegen dieselbe erklären zu 
müssen, schon im zweiten Paragraphen dieses Abschnittes wider- 
legt habe. Ich habe daher keinen Grund, meine Theorie, welche 
ebenfalls, wenn sie in der von mir gleich anfangs angedeuteten 
und später von Budde zur Ausfuhrung gebrachten Weise erweitert 
wird, von aUen beobachteten Erscheinungen Rechenschaft giebt, zu 
verlassen. 



§. 9. Einwände von Zöllner gegen die im Abschnitt IX. 
enthaltenen electrodynamischen Betrachtungen. 

Gegen die im Abschnitt IX. enthaltenen electrodynamischen 
Betrachtungen, welche zur Aufstellung des neuen electrodynami- 
schen Grundgesetzes geführt haben, sind von Zöllner verschiedene 
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Einwände erhoben a), von welchen die wichtigsten hier besprochen 
werden mögen. 

Ich habe dort gezeigt, dass das Web er' sehe Grundgesetz, 
wenn es mit- der Annahme in Verbindung gebracht- wird, dass im 
galvanischen Strome nur Eine Electricität sich bewege, zu einer 
von einem geschlossenen, ruhenden und constanten Strome auf 
ruhende Electricität ausgeübten Kraft führe, welche in der Wirk- 
lichkeit nicht beobachtet wird. Zöllner erkennt nun zwar die 
betreffenden Gleichungen, welche dort abgeleitet sind, und welche 
auch schon früher von Riecke aufgestellt waren, als richtig an, 
meint aber, die durch dieselben bestimmte Kraft sei so klein, dass 
sie sich der Beobachtung entziehe. 

Die rc-Componente dieser Kraft wird bestimmt durch die im 
Abschnitt IX. unter (4) angeführte Gleichung, nämlich : 

Eine characteristische Eigenthümlichkeit der hier für X gegebenen 

ds 
Formel ist die, dass der Differentialcoefficient -^, welcher die 

Bewegungsgeschwindigkeit darstellt, nicht blos in der ersten Potenz, 
sondern quadratisch in ihr als Factor vorkommt. Daraus folgt, 

dass, wenn die Stromstärke, d. h. die durch das Product h' -^r 

ausgedrückte während einer Zeiteinheit durch einen Querschnitt 
fliessende Electricitätsmenge , gegeben ist, der Werth der Formel 
noch wesentlich davon abhängt, wie man den Strom aufifasst, ob 
man der strömenden Electricitätsmenge einen sehr grossen und 
ihrer Geschwindigkeit einen geringen Werth zuschreibt, oder ob 
man die Electricitätsmenge als geringer und dafür die Geschwin- 
digkeit als grösser annimmt. 

Zöllner stützt seine Betrachtungen auf die bekannten Unter- 
suchungen von R, Kohlrausch und Weber über die Zurückführung 
der Stromintensitätsmessungen auf mechanisches Maass^), aus 
welchen die Verf. unter andern den Schluss gezogen haben (S. 281), 
dass in electrolytischen Leitern die Strömungsgeschwindigkeit so 
klein sei, dass man bei gewissen Annahmen über die Stromstärke 
und den Querschnitt des Leiters nur eine Fortbewegung um '/j ™ßi 



1) Pogg. Ann. Bd. 160, S. 514 und Wied. Ann. Bd. 2, S. 604. 

2) Abb. d. k. Sachs. Ges. d. Wiss. III, S. 221. 

22* 
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in der Secunde erhalte. Diesen Werth der Geschwindigkeit wendet 
Zöllner an und gelangt dadurch für X zu einem seiner Kleinheit 
wegen der Beobachtung nicht mehr zugänglichen Werthe. Hier- 
gegen sind aber sehr erhebliche Einwände zu macheii. 

Betrachten wir zunächst nur die electroly tischen Leiter, so 
bezieht sich der obige Schluss von Weber und Kohlrausch aul 
die mittlere Geschwindigkeit aller im Electrolyten ent- 
haltenen Theilmolecüle, also auf diejenige Geschwindigkeit, 
welche man erhalten würde, wenn man sich dächte, dass alle in 
dem Electrolyten enthaltenen positiven und negativen Theilmolecüle 
sich in gleicher Weise nach den beiden entgegengesetzten Rich- 
tungen bewegten. Macht man dagegen die, meiner Ansicht nach, 
viel wahrscheinlichere Annahme, dass nur verhältnissmässig wenige 
Theilmolecüle die betreffende Bewegung, durch welche die Electri- 
cität übertragen wird, ausführen, und dass diese dafür um so 
grössere Geschwindigkeiten haben, so erhält man dadurch für 
unsere vom Quadrate der Geschwindigkeit abhängende Grösse X 
natürlich entsprechend grössere Werthe. 

Betrachten wir ferner statt der Electrolyten metallische Leiter, 
so tritt bei diesen der neue Umstand hinzu, dass nicht die Molecüle 
selbst mit den ganzen an ihnen haftenden Electricitätsmengen sich 
fortbewegen, sondern dass ein Uebergang von Electricität von 
Molecül zu Molecül stattfindet. Dabei ist nun nicht wohl anzu- 
nehmen, dass die- ganze einem Molecüle angehörende Electricitäts- 
menge dieses verlasse und zu dem nächsten Molecüle übergehe, 
sondern es ist viel wahrscheinlicher, dass verhältnissmässig sehr 
kleine Theile der ganzen Electricitätsmengen übergehen, wodurch 
man dann zu sehr viel grösseren Geschwindigkeiten gelangt. 

Wenn man daher auch, wie Weber und Kohlrausch ganz rich- 
tig hervorheben, nicht daran denken darf, die ungeheure, nach Tau- 
senden von Meilen zählende Geschwindigkeit, welche Wh eat st one 
und andere Forscher für die Fortpflanzung der electrischen Wir- 
kung gefunden haben, als die Bewegungsgeschwindigkeit der Elec- 
tricität selbst zu betrachten, so darf man andererseits, meiner 
Ueberzeugung nach, auch jenen kleinen Werth von Yq mm, welchen 
Weber und Kohlrausch für eine gewisse mittlere Geschwindig- 
keit berechnet haben, nicht auf die wirkliche Bewegungsgeschwin- 
digkeit der Electricität anwenden, besonders wenn es sich um 
metallische Leiter handelt. In diesen ist die Geschwindigkeit 
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wahrscheinlich in sehr hohem Maasse grösser, wodurch dann die 
ZöUner'sche Beweisführung vollkommen hinfallig wird. 

Noch viel ungünstiger für die Zöllner'sche Beweisführung 
gestaltet sich die Sache, wenn man statt der galvanischen Ströme 
Magnete betrachtet. Bei diesen gelangt man zu einem Resultate, 
welches dem Zolin er 'sehen gerade entgegengesetzt ist. 

Zunächst möge bemerkt werden, dass bei den Molecular- 
strömen, aus welchen man nach Ampere den Magnetismus erklärt, 
die von Weber angenommene Doppelströmung noch unwahr- 
scheinlicher ist, als bei galvanischen Strömen in festen Leitern. 
Wenn man sich denkt, dass die positive Electricität sich um einen 
negativ electrischen Kern wirbelartig herumbewege, so ist das eine 
den sonst vorkommenden mechanischen Vorgängen ganz entspre- 
chende Vorstellung. Dass aber zwei verschiedene Fluida sich um 
denselben Mittelpunct fort und fort in entgegengesetzten Rich- 
tungen bewegen sollten , scheint mir fast undenkbar. 

Auch Weber selbst, welcher früher, um die moleculare Doppel- 
strömung wenigstens als möglich erscheinen zu lassen, davon ge- 
sprochen hatte, dass vielleicht das eine Fluidum eine engere Kreis- 
bahn und das andere Fluidum eine weitere Kreisbahn um das 
Molecül beschreibe, hat sich in neuerer Zeit von den Ampere'- 
schen Molecularströmen eine andere Vorstellung gebildet, welche 
mit der vorher erwähnten, den sonstigen mechanischen Vor- 
gängen entsprechenden Vorstellung ganz übereinstimmt. Weber 
nimmt nämlich an i), dass zu einem ponderablen Atom ein positives 
und ein ebenso grosses negatives Electricitätstheilchen gehöre. 
Bei der Betrachtung der Bewegung der beiden Electricitätstheilchen 
um einander spricht er davon, dass das Verhältniss beider Theilchen 
in Beziehung auf Theilnahme an der Bewegung von dem Verhält- 
niss ihrer Massen abhänge, und dass man, wenn an einem Electri- 
citätstheilchen ein ponderables Atom hafte, die Masse desselben 
mit zu der des Electricitätstheilchens zu rechnen habe. Nachdem 
er dann das positive Electricitätstheilchen mit -|- e und das nega- 
tive mit — e bezeichnet hat, sagt er wörtlich weiter: „Nur an 
diesem letztern hafte ein ponderables Atom, wodurch seine Masse 
so vergrössert werde, dass die Masse des positiven Theilchens 
dagegen als verschwindend betrachtet werden dürfe. Das Theil- 



J) Electrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere über das 
Princip der Erhaltung der Energie. Leipzig 1871, S. 41, 
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chen — e wird dann als ruhend, und blos das Theilchen -\- e 2h 
in Bewegung um das Theilchen — e herum befindlich betrachtet 
werden können." 

Bei dieser Vorstellung kommt die sonst von Weber ange- 
nommene Doppelströmung nicht vor, sondern nur eine einfache 
Hertimbewegung der positiven Electricität um einen negativ elec- 
trischen Kern, für welche Art von Bewegung aus dem Weber'schen 
Grundgesetze die oben angeführte Gleichung folgt Wenn sich 
nun weiter nachweisen lässt, dass die durch diese Gleichung be- 
stimmte Kraft so gross ist, dass sie sich, wenn sie vorhanden wäre, 
der Beobachtung nicht entziehen könnte, so muss man aus dem 
Umstände, dass diese Kraft in der Wirklichkeit nicht beobachtet 
wird, schliessen, dass das von Weber aufgestellte Grundgesetz bei 
der von ihm selbst in den Molecularströmen angenommenen Be- 
wegungsart zu einem Widerspruche mit der Erfahrung führt. 

Nun ist zunächst zu bemerken, dass schon die gewöhnliche 
electrodynamische Gesammtwirkung der Molecularströme eines 
Magnetes so gross ist, dass, wenn man einen einigermaassen star- 
ken Magnet durch ein ihn äusserlich umgebendes Solenoid von 
gleich grosser electrodynamischer Wirkung ersetzen wollte, man 
in demselben einen sehr starken Strom oder sehr viele Windungen 
anwenden müsste. 

Zu diesem für den Magnet günstigen Umstände kommt 
aber noch ein anderer hinzu, welcher dem Magnete in Bezug auf 
die Kraft, welche er nach dem Weber'schen Grundgesetze auf 
ruhende Electricität ausüben müsste, ein so grosses Uebergewicht 
giebt, dass selbst die stärksten Ströme in Leitern von gewöhn- 
lichen Dimensionen ganz dagegen zurücktreten. 

Aus der schon oben angeführten, für die Kraftcomponente X 
geltenden Formel, nämlich 

geht hervor, dass die hier in Rede stehende Kraft sich in einer 
gewissen Beziehung ganz anders verhält, als die gewöhnlich be- 
trachteten electrodynamischen Kräfte. Bestimmt man nämlich 
für einen sehr kleinen geschlossenen Strom, den wir der Einfach- 
heit wegen als kreisförmig annehmen wollen, die auf einen anderen 
kleinen geschlossenen Strom oder auf einen Magnetpol ausgeübte 
Kraft, also die gewöhnliche electrodynamische Kraft, so findet man 
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sie dem Flächeninhalte des Kreises proportional. Bestimmt 
man aber nach der obigen Formel die vom Kreisstrome auf eine 
ruhende Electricitätseinheit ausgeübte Kraft, so findet man, dass 
diese dem Umfange des Kreises proportional ist. Wie wesentlich 
dieser Unterschied ist, ergiebt sich leicht aus folgender Betrachtung. 
Construirt man innerhalb eines grossen Kreises sehr viele 
kleine Kreise, welche so nahe neben einander liegen, dass sie den 
Flächeninhalt des grossen Kreises zum grössten Theile ausfüllen, 
und denkt sich einerseits den grossen Kreis und andererseits alle 
kleinen Kreise von gleich starken und in gleichem Sinne herum- 
gehenden Strömen umflossen, so kann man die von dem grossen 
Kreisstrome ausgeübte Kraft mit der von allen kleinen Kreis- 
strömen zusammen ausgeübten Kraft vergleichen. Thut man 
dieses in Bezug auf die gewöhnliche electrodynamische Kraft, so 
findet man, dass die Gesammtkraft aller kleinen Ströme geringer 
ist, als die Kraft des einen grossen Stromes, wie es dem Umstände 
entspricht, dass die von allen kleinen Strömen umflossenen Flächen 
zusammen nicht so gross sind, als die von dem einen grossen 
Strome umflossene Fläche. Stellt man die Vergleichung dagegen 
in Bezug auf die Kraft an, welche der Formel nach auf ruhende 
Electricität ausgeübt wird, so findet man, dass die Kraft der vielen 
kleinen Ströme die des einen grossen Stromes bei Weitem über- 
trifft, wie es dem Umstände entspricht, dass die Bahnlängen der 
kleinen Ströme zusammen viel grösser sind, als die Bahnlänge des 
einen grossen Stromes. Dieses Ueberwiegen der Gesammtkraft 
der kleinen Ströme über die Kraft des grossen Stromes ist um so 
stärker, je kleiner die ersteren sind, und je grösser demgemäss 
ihre Anzahl ist. 

Kehren wir nun zur Betrachtung eines Magnetes zurück und 
denken uns um denselben ein Solenoid gebildet, welches so viele 
Windungen und eine solche Stromstärke hat, dass es, soweit es 
sich um die gewöhnliche electrodynamische Kraft handelt, ebenso 
stark wirkt, wie der Magnet, also wie alle in dem Magnete ent- 
haltenen Molecularströme zusammengenommen, so findet in Bezug 
auf die der obigen Formel nach auf ruhende Electricität ausgeübte 
Kraft diese Gleichheit nicht statt, sondern die Molecularströme 
übertreffen das Solenoid in einem Verhältnisse, welches wegen der 
alle Vorstellung übersteigenden Menge von Molecularströmen, die 
in einem Magnete anzunehmen sind, ganz ungeheuer gross 
$ein muss. 
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Hieraus folgt, dass selbst dann, wenn man in der Formel eine 
so kleine Geschwindigkeit der Electricität, wie sie Zöllner 
annimmt, in Rechnung bringen wollte, und dadurch für das Sole- 
noid zu einer sehr kleinen Kraft gelangte, man doch für den 
Magnet umgekehrt zu einer sehr grossen Kraft gelangen würde. 
Der Umstand, dass eine solche Kraft weder bei permanenten 
Magneten, noch auch bei Electromagneten , bei denen man den 
Magnetismus plötzlich entstehen und vergehen lassen kann, wahr- 
genommen wird, kann also als ein sicherer Beweis dafür angesehen 
werden, dass das Web er' sehe Gesetz mit der Annahme, dass in 
den Molecularströmen eines Magnetes nur die positive Electricität 
ströme, nicht vereinbar ist. 

Während Zöllner in den erwähnten beiden Aufsätzen, aus 
welchen hier nur die wichtigsten, rein sachlichen -Auseinander- 
setzungen hervorgehoben sind, mein Grundgesetz entschieden und 
mit einer gewissen Heftigkeit bekämpft, kommt andererseits eine 
Stelle vor, in welcher er zu zeigen sucht, dass mein Grundgesetz 
eigentlich gar nicht neu sei, sondern im Wesentlichen mit dem 
Web er' sehen übereinstimme, indem meine Potentialformel durch 
einige „rationelle Vereinfachungen" auf die Web er 'sehe zurück- 
geführt werden könne. 

In dieser Beziehung brauche ich nur auf die im ersten Para- 
graphen des vorigen Abschnittes (S. 283) enthaltene Zusammen- 
stellung der von Weber, Riemann und mir aufgestellten Poten- 
tialformeln zu verweisen. Ein blosser Blick auf die drei dort unter 
(2 a), (3) und (4) gegebenen Formeln genügt, um zu erkennen, 
dass sie wesentlich von einander verschieden sind, und dass die 
Operationen, welche Zöllner rationelle Vereinfachungen 
nennt, und durch welche er meine Formel auf die Web er 'sehe 
zurückführt, vielmehr als vollständige principielle Umän- 
derungen meiner Formel zu bezeichnen sind. 



§. 10. Einwände von W. Weber. 

In der in neuester Zeit erschienenen zweiten Abtheilung des 
zweiten Bandes von Zöllner's wissenschaftUchen Abhandlungen 
ist noch ein weiterer Einwand gegen mein electrodynamiscbes 
Grundgesetz geltend gemacht. Zöllner sagt dabei, dass er die 
betreffende Untersuchung der Güte Wilhelm Weber's ver- 
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danke, mit dessen Einwilligung ihre Publication an dieser Stelle 
stattfinde. Zugleich theilt Zöllner dabei mit, dass auch ein 
Nachtrag, welchen er seiner früheren Abhandlung hinzugefugt 
hatte, und welcher ebenfalls einen Einwand gegen mein Grund- 
gesetz enthielt, von Weber herstamme. 

Unter diesen Umständen muss den betreffenden Einwänden 
ein ganz besonderes Gewicht beigelegt werden, und wir wollen sie 
daher hier näher betrachten. Zunächst wollen wir unsere Auf- 
merksamkeit auf den erwähnten Nachtrag zu der früheren Ab- 
handlung richten. 

Derselbe lautet wörtlich folgendermaassen : 
„Clausius bezeichnet in seiner Potentialformel: 

— (1 + ^vv' cosb) 

mit V und v' die absoluten Geschwindigkeiten der Theilchen e 
und e' und mit s den Winkel ihrer Richtungen. Jene Geschwin- 
digkeiten lassen sich zerlegen in zwei entgegengesetzt gleiche 
M, welche den Winkel £ = jt mit einander bilden, und in zwei 
gleiche und gleichgerichtete w, welche den Winkel b = o 
mit einander bilden. Ist m = 0, so ist i; = v' = t(; und cos b = 

-\- 1; folglich ist das Potential = — (1 + fc^^)- Ist w = 0, so 

ist V = v' = u und cos b = — 1 ; folglich das Potential 

= — (1 — ku^)' Der erstere Fall findet statt bei zwei auf 

der Erde in Ruhe befindlichen Theilchen, die sich mit der Erde 
im Weltenraume fortbewegen. Für solche Theilchen ist das Gesetz 
der Electrostatik experimentell begründet worden, wonach 

ihr Potential = — ist, womit das Clausius'sche Gesetz im 

Widerspruch steht. Im letzteren Falle ist die relative Geschwin- 
digkeit beider Theilchen = 2 w, und es ergiebt sich daraus das 
Clausius'sche Gesetz in vollkommener Uebereinstimmung 

mit dem Web er 'sehen, wenn die Clausius'sche Constante 

4 
Ä = — gesetzt wird. Nach Verbesserung des Clausius' sehen 

Gesetzes, dem Grundgesetze der Electrostatik gemäss, wird 
daher aus dem Clausius'schen Gesetze das Web er 'sehe als 
allgemeines Gesetz erhalten,'^ 
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Auf die hierin enthaltenen Auseinandersetzungen ist zweierlei 
zu entgegnen. 

Erstens wird der Umstand erwähnt, dass zwei auf der Erde 
in Buhe befindliche Electricitätstheilchen sich mit der Erde im 
Weltenraume fortbewegen und daher gleiche und gleichgerichtete 
Geschwindigkeiten haben, deren Grösse Weber mit w bezeichnet. 

Für diesen Fall giebt mein Gesetz die Potentialformel — ( 1 -|- Jcw^)^ 

und Weber sagt nun, dieses stehe mit dem experimentell begrün- 
deten Gesetze der Electrostatik im Widerspruche, nach welchem 

das Potential gleich — sei. 

Betrachtet man aber die Sache etwas näher, so sieht man 
diesen scheinbaren Widerspruch mit der Erfahrung vollständig 
verschwinden. Bezeichnet man nämlich die Coordinaten der beiden 
in relativer Buhe zur Erde befindlichen Electricitätstheilchen e und 
e' in Bezug auf ein im Baume festes rechtwinkliges Coordinaten- 
system mit x^ y, z und a/, y', x?', so erhält man aus meiner Poten- 

tialformel — (1 -|- ftt(;'), in welcher man die Geschwindigkeit w 

des betreffenden Punctes der Erde für die experimentelle Unter- 
suchung als geradlinig und constant ansehen kann, für die Com- 
ponenten der Kraft, welche e von e' erleidet, folgende Ausdrücke : 

ai ai ^l 

dx ^ ^ dy ^ de 

während man aus der electrostatischen Potentialformel — die fol- 

r 

genden Ausdrücke erhalten würde : 

ai al öi 

f f T 

dx dy dz 

Die für die beiden Fälle geltenden Ausdrücke unterscheiden 
sich also nur durch den constanten Factor 1 — kw'^. Dieser con- 
stante Factor hat auf die Formeln denselben Einfluss, wie wenn 
die Maasseinheit, nach welcher die Electricitätsmengen e und e' 
gemessen werden, ein wenig geändert würde. Da wir nun aber 
die Maasseinheit, nach welcher wir die Electricität messen, nur aus 
der von ihr ausgeübten Kraft entnehmen, so können wir natürlich 
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eine in constanter Weise stattfindende Aenderung der Kraft nicht 
bemerken, wodurch jener Widerspruch fortfällt. 

Zweitens sagt Weber, wenn man wegen jenes (vermeintlichen) 
Widerspruches mit dem electrostatischen Gesetze meine Formel 
dadurch abändere, dass man bei ihrer Bildung die gleichen und 
gleichgerichteten Geschwindigkeiten w unberücksichtigt lasse und 
nur die gleichen und entgegengesetzten Geschwindigkeiten u in 

Betracht ziehe, und ihr somit folgende Gestalt gebe: — (1 — hu^), 

so stimme diese Formel mit seiner Potentialformel überein, und es 
werde daher nach dieser Verbesserung aus meinem Gesetze das 
seinige als allgemeines Gesetz erhalten. Dieses ist aber ein 

Versehen, denn die Formel — (1 —ku^) ist nicht die Weber'sche, 

T 

sondern die Riemann'sche Potentialformel, da die Grösse 2u nicht 

dir 
gleich ;t7 ist, sondern die relative Geschwindigkeit im gewöhn- 

liehen Sinne des Wortes darstellt. 

Es kann natürlich keinem Zweifel unterliegen, dass dieses 
Versehen nur durch eine zu flüchtige Behandlung des Gegenstandes 
veranlasst ist, und in der That hat Weber selbst in seinem spä- 
teren, von Zöllner in der zweiten Abtheilung des zweiten Bandes 
seiner Abhandlungen veröffentlichten Aufsatze die Behandlung 
vervollständigt. Er sagt zwar nicht, dass seine frühere Behaup- 
tung, nach welcher die Formel — (1 — hu^) mit seiner Potential- 
formel übereinstimmen soll, unrichtig sei, aber er nimmt doch mit 
der gleichen und entgegengesetzten Geschwindigkeit u noch die 
weitere Zerlegung vor, welche nothwendig ist, um überhaupt die 

dv 
in seiner Formel vorkommende Grösse -^ zu erhalten. Er zerlegt 

nämlich u in zwei Componenten, deren eine in die Richtung der 
Verbindungslinie der beiden Theilchen fällt, und daher gleich 

1 dr , 

— -TT ist, während die andere auf der Verbindungslinie senkrecht 

ist. Diese beiden Componenten mögen im Folgenden mit Ui und 
ti2 bezeichnet werden. 

Nach dieser Zerlegung stellt Weber nun eine andere Betrach- 
tung an, aus welcher er einen neuen Einwand gegen meine Poten- 
tialformel ableitet. 
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Er bildet nämlich meine electrodynamische Potentialformel 
sowohl für die ganzen Geschwindigkeiten v und v\ als auch für 
die einzelnen Componenten dieser Geschwindigkeiten, und ver- 
gleicht dann die letzteren Ausdrücke mit dem ersten. Das auf 
die ganzen Geschwindigkeiten bezügliche electrodynamische Poten- 
tial V wird bestimmt durch die Gleichung: 

V = k — vv' cos B, 
r 

Zerlegt man die Geschwindigkeiten in je zwei Componenten w und 
u und bezeichnet die auf sie bezüglichen Potentiale mit W und 
Z7, so lauten die Gleichungen : 

TF = fc — t(;2; ü = -k — u\ 
r r 

Zerlegt man die Geschwindigkeiten in je drei Componenten m;, Ui 
und % ^^d bezeichnet die auf sie bezüglichen Potentiale mit W^ 
JJi und f/2, so lauten die Gleichungen: 

W=k — w'^\ Ui=~k— ut, Ü2 = - k — ul 

Weber sagt nun, man müsse erwarten, dass bei der ersten 
Zerlegung die Summe W -\- TJ und bei der zweiten Zerlegung die 
Summe W -{- TJi -\- TJ^ gleich V sei; dieses sei aber nicht der 
Fall, denn die Grösse vv* cosb sei den algebraischen Summen 
y2 — 1^2 uxi(j ^2 — y2 — ^2 nicht gleich, sondern werde durch 
einen viel complicirteren Ausdruck dargestellt. 

Wenn dieses wirklich richtig wäre, so würde dadurch in der 
That meine Potentialformel unwahrscheinlich werden. Bei näherer 
Betrachtung findet man aber, dass es nicht richtig ist, sondern 
dass auch diese Web er' sehe Behauptung nur durch zu flüchtige 
Behandlung des Gegenstandes veranlasst ist, indem sie auf einem 
einfachen Rechenfehler beruht. 

Von jenen beiden algebraischen Summen w^ — u^ und 
w^ — Ui — Wa brauchen wir nur die erste näher zu betrachten, 
da die zweite mittelst der ganz selbstverständlichen Gleichung 
Ui -f- U2 = u^ auf die erste zurückgeführt werden kann. Es lässt 
sich nun sehr leicht beweisen, dass (entgegen der Weber 'sehen Be- 
hauptung), die Gleichung: 

(5) vv' cos 8 = w^ — u^ 

gültig ist, 



w 
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Dazu betrachten wir von r, v\ w und u die in die Coordinaten- 

richtungen fallenden Componenten. Die ar-Componenten der Ge- 

doß docf 

schwindigkeiten v und v* sind -7- und -^- Daraus folgt, dass 

die a:-Componenten der gleichen und gleichgerichteten Geschwin- 
digkeiten w für beide Theilchen durch ^ (-57 + ~ht) ^^^ ^^® 

a;-Componenten der gleichen und entgegengesetzten Geschwindig- 
keiten u für das erste und zweite Theilchen resp. durch 

1 /dx dx'\ , 1 fdod dx\ , , ,,. , ^ . 

2 U - -dt) ''"* ^Kdt-Tt) dargestellt werden. Entspre- 

chende Ausdrücke sind für die beiden anderen Coordinatenrich- 
tungen zu bilden. Demnach gelten für w und u die Gleichungen : 

~ 4 \\dt '^ dt)~^\dt'^ dtj~^\dt "^ dtj ] 

^ ~~ 4.\\dt dt)~^\dt dtJ'^Kdt dtjy 

Durch Subtraction der zweiten dieser Gleichungen von der ersten 
erhält man : 

^ dt dt ^ dt dt ^ dt dt ' 

und der hierin an der rechten Seite stehende Ausdruck ist gleich 
vv' cos £, wodurch die Gleichung (5) bewiesen ist. 

Statt dieser sehr einfachen Rechnung macht Weber eine 
viel complicirtere, von der ich hier nur so viel anzuführen brauche, 
wie nöthig ist, um den Rechenfehler nachzuweisen. Indem er den 
Winkel zwischen der te;-Richtung und der einen w-Richtung mit y 
bezeichnet, bildet er die Gleichungen: 

I i;2 _- ^2 _j- 1^2 — 2uw cos y 
^ ^ \ v'^= m2 _|- ^2 _|_ 2uw cos y. 

Indem er ferner die Winkel zwischen der t<;-Richtung und den v- 
und i;'-Richtungen mit « und ß bezeichnet, bildet er die Glei- 
chungen : 



V . v' 



sin y = — sin a = — sin ß. 



w^oraus folgt: 

(7) ucosy =^ y ||2 — v'^ sin'^a = ]/ u^ — i;'^ sin^ ß. 
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verständlich betrachtet, der bedarf, um zwischen den drei For- 
meln zu entscheiden, nicht noch erst weiterer Untersuchungen, 
sondern kann die Entscheidung unmittelbar aus den Formeln selbst 
ablesen. 

Die Lorberg'sche Untersuchung ist für die Klarstellung des 
Gegenstandes insofern sehr werthvoll, als sie die Folgerungen, 
welche sich aus gewissen Voraussetzungen ergeben , schärfer fest- 
stellt, als es bisher geschehen war; aber im Widerspruche mit 
meiner Untersuchung kann Sie gar nicht stehen, weil sie eben 
auf anderen Voraussetzungen beruht; 

Um deutlich erkennen zu lassen, wie die Ergebnisse der bei- 
den Untersuchungen sich zu einander verhalten, wird es am besten 
sein, sie in möglichst ähnlichen Fassungen neben einander zu stel- 
len. Das Ergebniss der Lorberg' sehen Untersuchung lässt sich 
so aussprechen. Wenn man von der Voraussetzung aus- 
geht, dass nur die relative Bewegung im Weber'schen 
Sinne des Wortes auf die electrodynamischen Kräfte 
Einfluss haben könne, so gelangt man zu demSchlusse, 
dass das Weber'sche Grundgesetz das einzig mög- 
liche sei und dass in einem galvanischen Strome beide 
Electricitäten mit entgegengesetzt gleicher Geschwin- 
digkeit fliessen müssen. Das Ergebniss meiner Untersuchung 
dagegen ist folgendes. Wenn man die Annahme, dass in den 
galvanischen Strömen und den sonstigen electrischen 
Strömen, für welche die electrodynamischenGesetze gel- 
ten, beide Electricitäten mit entgegengesetzt gleicher 
Geschwindigkeit fliessen, nicht machen will, so darf man 
auch nicht annehmen, dass nur die relative Bewegung 
(sei es im Weber'schen oder im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes), auf die electrodynamischen Kräfte Einfluss 
habe, sondern muss auch den absoluten Bewegungen 
einen Einfluss zuschreiben, und gelangt dann zu mei- 
nem Grundgesetze als dem einzig möglichen. 



f- 



